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DIFFÉRCNTIATIOIf    DUHE   INTÉGRALE    DÉFINIE    PAR    RAPPOni 

A    SES    LIMITES. 

448.  On  sait  qu'étant  donnée  une  fonction  quclcon(|ue 
de  X,  J{^)y  il  existe  toujours  une  autre  fonction  (y(.r) 
telle,  que  Ton  ait 

cl  que  l'intégrale  générale  de^ (x)  dx  est  alors  représen- 
tée par 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Désignons  par  u  l'intégrale  de  f(x)dx^  prise  entre 
deux  limites  a  et  &  ;  on  aura 
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L'intégrale  déCnie  u  ne  dépend  plus  de  x,  mais  elle  est 
une  fonction  des  limites  a  et  &,  et  Ton  peut  se  proposer 
de  la  diiTérentier  par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces 
limites.  On  y  parvient  aisément  sans  effectuer  Tintégra- 
tion.  En  effet,  de  Tégalité 

on  déduit 


et  puisque  9' (x)  =y(x), 


du 


â  =/<"■ 


449.  Si  a  et  &  sont  des  fonctions  d*une  certaine  va- 
riable  t^  indépendante  de  x,  en  désignant  par  du  la  diffé- 
rentielle totale  de  u  considérée  comme  fonction  de  la  va- 
riable  indépendante  f ,  on  aura  (I,  46)  [^] 

Hu  ,        du  ,. 
du  =2  -j-  da  -\'  -jT-db  y 
da  do 

et,  par  conséquent, 

(a)  du=--/{a)da-f~/{b)db. 

On  obtiendra  du  en  fonction  de  t  en  remplaçant  dans 
celte  formule  a,  &,  da,  db^  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

Interprétation  géométrique, 

450,  Soit 

l'équation  en  coordonnées  rec- 
Dyl         tangulaires  de  la  courbe  CD'  : 
l'intégrale  définie 

Bïï    X  «^  /    /(^)dx 


Fîg.  loi. 


[*]  (Ii  46)  indique  un  reuYoi  au  n9  46  du  premier  Yolume.  Les  ren^ 
Yois  au  second  Yolume  seront  simplement  indiqués  par  le  numéro  du 
paragraphe. 
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représente  Taire  ABCD.  Donnons  aux  limites  a  et  4  les 
accroissements  infiniment  petits 

on  aura 

A'C'D'B'==:  Il  4- ^« 
et 

du  =  —  AA'C'C  +  BB'D'D. 

Or,  on  peut  remplacer  AAX'C  et  BB'D'D  par  les  rec- 
tangles ACEA'  et  BDFB'  qui  n'en  diffèrent  que  de  quan- 
tités infiniment  petites  du  second  ordre  (I,  17)5  on  aura 
donc 

AA'CC  =/ (a) i/a,     BB^D'D  =/(6)  i/^, 

et,  par  suite, 

dur=z^f[a)da-\-f[b)db. 

DIFFÉBElfTIATION    d'uHE    INTÉGRALE    nÉFIIflE    PAR    RAPPORT 

A    un    PARAMÈTRE    QUELCONQUE. 

451 .  Supposons  que  la  fonction  placée  sous  le  signe  f 
dépende  d'une  variable  t,  autre  que  x,  et  soit 

«=  /    f[^,t)dx. 

J  a 

Si  les  limites  a  et  i  sont  indépendantes  de  t,  on  aura, 
ur  Taccroissement  ût  donné  à  r, 


pour 


doù 


par  suite, 


1. 


4  COURS    n' ANALYSE. 

et,  si  Ton  fail  décroître  indéânimenl  A/,  on  aura,  à  la  lU 
mite, 


(3) 


dt     J^       dt 


452.  Quand  a el  b  dépendentde  /,  du  désignant  la  diffé- 

renlielle  totale  de  a,  el  --9  -— ,  — -  les  dérivées  partielles 

'       lia    db    dt  ' 

de  cette  fonction,  on  a 

du  du  du 

du  =  —-  da  -h  -T  fiff  -^  -r  dt. 
da  db  dt 


Mais  (4i8,  431) 

du  du 


db 


donc 


(4)    du.^^f{a,t)da-^f[b,t)db-^dt   Ç    ^li'^dx. 

Ja  dt 

Interprétation  géométrique. 

4S3.  Soit  CD  la  courbe  dont  Téquation  est,  en  coor- 
Fig.  loa.  données  rectangulaires. 


y 


1/  / 


y—f(x,  t). 

Si  OA  =  a,  OB  =  i,  on  aura 
h 

aireACDB. 

a 


u  z=  1    /(or,  /)  ^j:  =  aii 


A     A' 


*  ^'  *  Donnons  à  t  raccroissemcnt  in- 
finiment petit  dt  :  a  ut  b  qui  sont  des  fonctions  de  t  re- 
çoivent des  accroissements  AA'=  rfa,  Bdf=db,  En 
même  temps  la  courbe  CD  se  change  en  une  autre  courbe 
EEl  inGniment  voisine,  el  l'on  a 


u  -{-  du  -~ 


b-t-db 


Mais 


-  f         /(x,rH-(/0^^  — aireA'GHB'. 

Ja-i-da 

aireA'GUB'  =  AEFB  —  AEGA'  4-  BFQB'-, 
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donc 

du  —  À'GHB'—  ACDB  =z  (AEFB  —  ACDB)  —  AEGA'4-  BFHB', 

ou,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

f     / {x,  t -h  dt)  dr --    j     f[x,t]dx 

—  /[a,  t)da-^/(b,  i)db; 
et  enfin 

du  =  di    C    i[i2^dx^f[a,t)da^f[b,t)€lb. 

niFFÉREfîTIÀTION  D'uHElNTÉGnALE  INDÉFINIE,  PAR  RAPPORT 

A    UN    PARAMETRE    VARIABLE. 

454.  Soit  II  Tintégrale  indéfinie  de  f  [x^  t)  dx^  dans 
laquelle  /  désigne  un  paramètre  variable  qui  ne  dépend 
pas  de  x;  on  peut,  sans  rien  ôter  à  la  généralité  de  cette 
intégrale,  récrire  sous  la  forme 

«=  r  f{^3  t)dx^'^{t), 

y  (/)  étant  une  fonction  arbitraire  de  t.  DifTérentions 
maintenant  par  rapport  à  t,  en  supposant  que  a  ne  dé- 
pende pas  de  t  :  nous  aurons  (451  ) 


mais  comme  i{^'  [t)  est  une  constante  par  rapport  à  a:,  le 

d[ 
dt 


Af 

second  membre  revient  à  l'intégrale  indéfinie  àe-r-dx^  et 


dt 


Von  peut  écrire 

du      r 

Ainsi,  pour  différent ier  une  intégrale  indéfinie,  par 
rapport  à  un  paramètre  ^variable,  il  suffit  de  différen- 


6  GOURA   D*AlfAT.TSE. 

lier,  par  rapport  à  ce  patamètre^  la  fonction  placée  sous 
le  signe  I  • 

IlTTÉGRATIOir    sous    LE    SIGNE. 

455.  Si  l'on  multiplie  par  djr  Tintégrale  définie 
et  qu'on  intègre  ensuite  par  rapport  hjy  on  aura 

Or,  je  dis  que  l'on  peut  intervertir  Tordre  des  intégra- 
tions, et  écrire  la  Formule 

J^/   /    f[^,y)dx—    i    dx  j  /  (x,  jr)  djr. 

En  effet,  on  a  (451) 


=p'" 


jr)dx'. 


donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  kjr^  il  en  résultera 

J    dx  jf[x,y)dx^  jdy  J  f(x,y)dx. 

En  prenant  pour  limites  dej'  les  constantes  c  et  d^  on 
aura 

(6)      (   dx  (   /(x,y)djr=    f   dy  f  /{x,r)dx. 
456.  L'interprétation  géométrique  de  cette  formule  est 
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facile;  car  ses  deux  membres  représentent  également  le 


Fig.  io3. 


n 


ty 


I 
D 


volume  ABCDA'B'C'D'  com- 
pris  entre  la  surface  qui  a  pour 
équation  z=:zf(x^j)^  le  plan 
des  xy  et  les  quatre  plans  qui  ont 
pour  équations 


DÉTERMINATION    DE   l' INTÉGRALE 


X 


hw^xdx. 


457.  On  peut  déterminer  une  intégrale  définie  quand 
on  connaît  Tintégrale  indéfinie;  mais  il  y  a  souvent  des 
simplifications.  Ainsi,  quand  on  a 


j /{x)dx  =  ^{x)  -h  j ^  (x]fixj 


il  en  résulte 
b 


j  f[x)dx^rf[b)^^[a)^J  ^[x)dx, 

et  si  ^[x)  est  une  fonction  plus  simple  quey*(j:),  Tin- 
légrale  cherchée  sera  ramenée  par  cette  formule  à  une 
int^rale  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  Tintégrale 


sin"xi£r. 


a«=  /     «i 

•/o 

En  intégrant  par  parties,  on  a 
f  %\n'*xdx  =  I  sifi"~*  Jod{  —  cosx) 


=,  —  sin"~'  X  cosx  -4-  (  n 


-.)/si 


sîn"~'  X  ces'  xdx% 
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OU  bien,  en  remplaçant  cos'x  par  i  — sin'ar, 

/  sm'xdx  -=.  —  8in""~*  x  cosa:  -\-  [n  —  i)  /  $în"~*J-rfx 

—  («  —  i)  /  8in"j:<ir. 

De  là  on  lire 

/sin'x^/x  z=. sin"~'  x  cosar  -\ /  sin""*  xdx, 
n                                 n     J 

Iniégrons  maintenant  entre  les  limites  o  et  -9  et  obser- 
vons que  le  premier  terme  du  second  membre  s*annule 
à  ces  deux  limites,  n  étant  plus  grand  que  i  :  il  viendra 

(l)  ttn=  ««-1. 

Soit  n  un  nombre  pair  :  nous  aurons  successivement 


"«—2 "u—A  > 

n  —  '?. 

/i  — 4 


•  1 


«.=  Î«M 


//o  =    I     ax  =  -' 
Jo  2 


Si  Ton  multiplie  toutes  ces  équations  membre  à  mem- 
bre, il  vient 

ir   I   3  5       n  —  I 
^^  a  2  4  b  n 

Eu  cLangeant  /i  en  n  4-  1  dans  la  formule  (i)^  on  aura 
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et  ensuite 

n —  a 

//  —  I 


«-4 


2 

II,  =  1     sÎDxdlr  =  !• 
«/o 

En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre, 
on  aura 

(3)  «iH-i  — 


•  —  •  •  •  ' 


357       /t  -h  I 

458.  La  formule  (i)  ne  peut  plus  servir  à  la  détermi- 
nation de  i/„  quand  n  n*est  pas  un  nombre  entier;  mais 
on  peut  remployer,  dans  ce  cas,  à  réduire  l'indice  au- 
dessous  de  Puni  lé. 

Dans  tous  les  cas,  en  faisant  j"  =  sinx,  l'intégrale 


i 


0 


se  ramène  &  la  suivante 


X' 


qui  est  algébrique* 


FORMULE   DE   WALLIS^ 

459.  Les  formules  (2)  et  (3)  conduisent  à  la  valeur 
de  —  exprimée  par  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs. 
En  effet,  puisque  sinx  est  moindre  que  l'unité,  on  a 

sin"x>  sin*^'x 


ïo  COURS  d'analyse, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  -; 


donc  on  a 


Jsin"xd[r>'  /    sin'-^'xdlr, 
0  «/o 


c'est-à-dire 

De  là,  et  des  formules  (a)  et  (3)  trouvées  plus  haut  (457), 
on  tire 


•  • 


2        i335       n — in+i 
On  aura  de  même 

OU  bien 


•  •  — ^— ^-^^  •  — —  — .^  • 


a       i335       n  —  i/iH-i«4-i 
Donc,  si  Ton  pose 

2244  ^  " 

i335      /ï  —  i/i-hi 


on  aura 


->A     et     -<A =A(n 

2  2  /i-t-i  V  n  -\- 1) 


Il  en  résulte  que 


-  z=  A(i-+-  a), 


a  étant  une  quantité  plus  petite  que >  et  comme 

ceci  est  vrai,  quelque  grand  que  soit  n,  on  aura,  en  sup- 
posant /i  =  00  , 

ir 22446 

•— •  ^__  —  •  ^—  •  -^  •  —  • — •  •  «  • 

2       I   3  3  5  5 


Cette  formule  remarquable  a  été  découverte  par  Wallis. 
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EXERGCES. 

1 .  Démontrer  que 


i 


^  sin  mx 


o      sidj: 


dx^  n 


m  étant  un  nombre  entier  positif  et  impain 

3.  Étant  donnée  l'intégrale 

la  changer  en  une  autre  qui  ait  pour  limites  deux  nombres  donnés, 
à  l'aide  de  la  substitution  x  =  /n/+/2,  m  et  n  étant  eieux  nombres 
inconnus. 
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SUITE  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  Intégrales  obtenues  parla 
diflerentiation  ou  l'intégration  sous  le  signe,  —  par  des  considérations 
géométriques,  —  par  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  imagi' 
naires,  —  par  une  équation  difTérentielle. 


INTÉGRALES    EULÉRIEIfIfES    DE    SECONDE    ESPECE. 

460.  On  donne  le  nom  àUntégvale  eulérienne  de  5e- 
conde  espèce  à  l'intégrale  définie 

J^oo 
0 

On  doit  supposer  n  positif;  car  si  n  était  égal  au 
nombre  négatif  — p,  Tintégrale  considérée  aurait  une 
valeur  infinie.  En  effet,  on  a,  a  étant  compris  entre 
(>  et  f , 

r'      dx  ^   C  \  dx     1,1 

/    e-' — >/ =  -1-; 

II...         r' 

or,  pourfl  =  o,  -1-  est  infini  :  l'intégrale  1    x  ^^^er'dx 

«^    «  Jo 

est  donc  infinie^  et  il  en  est  de  même,  à  forlion^  de  Tin- 


J/>oo 
I     x^f^^e^'dx. 
o 


461.  L'intégrale  F  (/i  -4- 1)  peut  se  ramener  à  F  (n). 
En  intégrant  par  parties,  on  a 


Jx.^....-x.^-.«/, 


er*x*-*dx. 


Or,  a:"e~'  s'annule  pour  x  =  o,  et  aussi  pour  a:  =  co 
En  effet,  puisque 


cr*  =  IH 1 h  ...  -4- 


1         1.2  I  .  ?..  3 ...  / 
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on  a,  quel  que  soit  i, 
par  conséquent 


I  .  2.  .  .  f 


Or,  quand  on  prend  / ]>  w,  ce  qui  est  évidemment  per- 
mis, le  second  membre  devient  infini  pourx  =  oo  .  Donc 
le  produit  x^'^e*  devient  aussi  infini,  et  par  conséquent 
son  inverse  x^e^'  devient  nul  pour  x  =  oo  . 

D'après  cela,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  o  et  oo  , 
on  aura 

ou 

(2)  T  {n  +  \)  z=z  nV  (n). 

462.  On  aura  de  même 

r(7i)  =  {/i-i)r(/i-i),    r(/i-i)-:(«~2}r(«-2), 

et  si  n  est  entier,  on  arrivera  à 

r(2)--_r,r(i), 


'OO 

r(l)r=   /        e-'dX"\. 
o 


Par  conséquent,  on  aura  pour  n  entier  et  positif 

(3}  r(/i)  =  1.2.3.  ..(/i  —  i). 

Si  /z,  sans  être  entier,  est  plus  grand  que  i,  la  formule 

r(/i):r=(«-i)r(«-i) 

permettra  de  réduire  l'intégrale  F  (/i)  à  l'intégrale  F  (v). 
dans  laquelle  v  désigne  un  nombre  positif  moindre  que  1  ; 
de  sorte  que,  pour  calculer  F  (n),  il  suffit  d'avoir  les  va  • 
leurs  de  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  Tindicc  n  com- 
prises entre  o  et  i . 

463.  L'intégrale  F  [n]  peut  prendre  une  autre  forme  ; 
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en  posant  c"'  =y,  ou  a 

jr  =  I  —  ?     dx  = =^ . 


£^.^.^= -f  (';)■"' *=x'  ('^r*' 


do 


ne 


""'=x'{'jr*'- 


IirrÉGRALES    QUI    SE   DÉDUISENT  D^DNE    INTÉGRALE  CONNUE, 
PAR   LA    DIFFÉRENTIATION    SOUS    LE    SIGNE. 

464.  La  diiTérentiation  sous  le  signe  permet  de  déduire 
d'une  intégrale  définie  connue  de  nouvelles  intégrales. 
En  voici  quelques  exemples  : 


DifTérentions  n   fois  par  rapport  à  a  :   il   en  résulte 

(n«451) 


X 


**1.2.3.../i  I    3    5        2/1 — I        I        n 

dx  =  _._,_. .  • . ..  —, 


(X^ -i- û)""*"'  2    2    2  2  «+ï    2 

a 

et,  par  suite, 

r*"        ^.g         _  1.3. 5..    (2/f  — I)       ff 


/ 


00  , 

tr^dx  :=  -  • 


Si  Ton  difTérentie  les  deux  membres  de  cette  égalité  n  —  i 
fois  de  suite  par  rapport  à  a,  on  aura 

1     e~"x"~*e/x=:i  .2.3.  . .  (/i  —  l)«"^j 
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OU  bien 


«• 


465.  Ce  dernier  résultat  subsiste  quand  on  remplace  la 
quantité  réelle  a  par  Texpressiou  imaginaire  a  +  &  V  —  '9 
dans  laquelle  la  partie  réelle  a  est  positive. 

En  effet,  on  a 

a  -h  b^ —  I 

—  ^■"•'(cos^x  —  J —  I  sin^jr) 

a  -h  6  y^ —  I 
ei,  par  conséquent, 

•  00  . 

o  a  -\~  b  ^-  -  i 


f' 


c, 


•/o 


Si  maintenant  on  différentie  cette  égalité  n  —  1  fois  par 
rapport  à  a,  on  aura 

r*   {^^/-^     .,      1.2.3.  .r/i  —  i) 

Jo  [a  -h  b  y —  i)" 

ce  qui  est  la  dernière  formule  du  n^  464  étendue  au  cas 
plus  général  où  a  représeme  une  expression  imaginaire 
€i  -j-  b  y —  I . 

466.  Cette  formule  fournira  d'autres  intégrales,  au 
moyen  de  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  ima- 
ginaires.  Posons 

fl  -I-  A  y —  1  =  p(cosO  -f- V —  isinO), 

c'est-à-dire 


a  b 


=z^a^-h  b^j     cosB=:  -jrr-^ — -7     sinOr- 


Téquation  (3)  devient 


X 


■*  (ces  bx  —  y  —  1  sin  ^j:  )  x""*  cZr 


u 

T(n)  f  I .         > 

=  — ;^  l^cos  «  0  —  y  —  I  sni  /i  0  ^ , 
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équation  qui  se  partage  en  deux  autres  : 


(X 


^j-OX^JI-l  gin  Ifj.  flj,  -_    .'  j.,n  ;,o 

(4) 

P" 


Notre  démonstration  suppose  que  n  est  un  nombre  en- 
tier; mais  ces  formules  subsistent  quel  que  soit  n, 

ihtéguàles  déduites  d^utres  iiviégràles,  au  moyen  de 

l'intégration  sous  le  signe. 

467.  L'intégration  des  intégrales  définies,  par  rapport 
aux  constantes  qu^clIes  renferment,  fournit  encore  de 
nouvelles  intégrales.  Soit,  par  exemple,  Tlntégrale 


00 
e~'"  cosoxiix  =  


X 

qui   se  déduit  de  la  dernière   formule  (i66)  en  faisant 
n=i.  Il  en  résulte,  c  étant  une  constante  moindre  que  a, 

Je         Jo  Je    "'-i    ^' 

Mais  (-156), 

'     da  j      e-'^* co^bxdx ^j:  I      dx  j    c-*^ co&bxda 
c         */o  «^0  t/c 


Jo 


—ex f?— «* 


-  cosbxdx: 

z 


d'un  autre  côté, 

r""    nda     _  I     a'-4   A' 
^  ]     n^Zfb^  ~"  2     c'  ~i-  b*  ' 

Donc 

(l)  /       cosoxrtj::=  -  I   — —  -  ,-• 

^  ^  J  .r  2      c'  -h  6» 
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468.  Si  Ton  fait  &  =  o,  on  a 


On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  intégrant  relative- 
ment à  a,  entre  les  limites  c  et  a,  les  deux  membres  de  la 
formule 


X 


a 


469.  Par  le  même  procédé,  de  la  formule 


X 


e"**  sin  bxdxzzz 


Q  a»-f-/,»' 


on  déduira 


a  e  bia  —  eS 

=  arc  tang  ^  -  arc  tang  ^  =  arc  tang  -j^— 

Mais 

'     I&  I      e-"sinôx£/arrr:  /     ^  /     tf-**sinftxd^ 
c         Jo  Jo  Je 

2; h\ïibxdx\ 


o  * 


donc 


(3)         I       sm  bxdx  =  arc  tanc  — i 

470.  Si  l'on  fait  a  =  00  ,  c  =  o,  on  a 


r- 


dx  =  — > 


0         ^  2 


pourvu  que  i  soi t}>o.  Si  Ton  avait  i<[o,  le  second  mem- 

bre  serait Cette  intégrale  présente  donc  une  disconti- 

jmité  remarquable  :  constante  lorsque  b  Yarie  en  conser- 


Snnui. — ^/i.,  U. 


x8 


COURS   D  ANALYSE. 


ir  ,  ir 


vanl  le  même  signe,  elle  passe  brusquement  de à  - 

lorsque  £,  en  s^évanouissant,  passe  du  négatif  au  positif. 

EMPLOI     DE     CONSIDÉRATIONS     GÉOMÉTRIQUES     POUR     LA 
DÉTERMIITATION  DE  CERTAINES  ISTÉGRALES  DÉFINIES. 


471 .  L'intégrale 


=x 


00 


e-'*dx 


a  été  déterminée  par  M.  Poisson  à  l'aide  d'un  procédé 
très-remarquable.  Si  Ton  change  x  enjTy  on  aura  encore 


et,  par  suite, 


/»00  /»00  /»00       /»» 

Soient  maintenant  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy. 
Oz\  et 

Fig.  10^. 


J 

> 

^=^:>^ 

n 

i;^ 

V"--^ 

1     y 

F 

^  ' 

V 

\V 

etTintégrii 

ilecl( 

oublc 

les  équations  d'une  courbe 
située  dans  le  plan  zOx. 
Si  cette  courbe  tourne  au- 
tour de  Taxe  O^,  elle  en- 
gendrera une  surface  ayant 
pour  équation 


J^oo      /»00 
/      e-'^r^dxdy 
o      t/C 


représentera  le  quart  du  volume  compris  entre  la  surface 
et  le  plan  xOy.  On  peut  évaluer  ce  volume  en  le  parta^ 
gcant  en  une  infinité  de  tranches  cylindriques  dont  O^ 
soit  l'axe  commun.  La  tranche  terminée  aux  surfaces  qui 
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ont  pour  rayons  r  et  r-hdr  est  égale  à  sa  base  ^nrdr 
mulliplîée  par  sa  hauteur  z  ou  e"''*  :  ou  a  donc 


d'où 

(i) 


-jf 


v—r* 


X2nrflfr=  yirj 


4 


2 


472.  Un  procédé  analogue  peut  être  employé  pour  la 
détermination  d'autres  intégrales.  Supposons  que  l^on  ait 
à  évaluer 

dr        f['',T)dx. 
o  «/o 

Cette  intégrale  représente  la  portion  située  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives  du  volume  compris  entre  la 
surface  qui  a  pour  équation 

*=/(*,  r) 

et  le  plan  xOjr,  Décomposons  ce  volume  en  éléments 

infiniment  petits  au  moyen 
des  plans  zOS,  zOR  menés 
par  Taxe  des  r,  et  des  cylindres 
PQ,  RS  ayant  Oz  pour  axe 
commun.  Si  Ton  pose  OP  =  /-, 
POx  =  d,  le  prisme  infiniment 
'        ^^  *  petit  MPQRS  ayant  pour  base 

le  rectangle  PQRS  =  rdOdr^  et  pour  hauteur 

»=r/(x,7)  =:/(rcos9,  rsinô), 

aura  pour  volume 

rdBdf/(rco%B,  rsinO). 

LHntégrale  proposée  pourra  donc  être  remplacée  par  la 


suivante 


J/»oo    /»a 
I         /    /(rcosô, /•  sine) r</0«/r, 
o     «/o 


'O      «/o 

dont  la  valeur  sera  quelquefois  plus  facile  à  trouver. 

2. 


i 
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473.  L'intégrale 
conduit  à  la  suivante 

-00 

En  effet, 

/»«  /•o  /•« 

J~~CO  J  —  00  Jo 

Si  Ton  change  x  en  —  x,  on  a 


•/ — 00 

donc 


/—  •/o  a 


/oo 
e''**dx=z  ^. 
-00 


{^74.  Plus  généralement,  s\f{x)  est  une  fonction  paire 
de  X,  c'est-à-dire  une  fonction  telle,  que  l'on  ait  identi- 
quement/(x)  =/{ — x),  on  aura 

Xoo  /»00 

/(x)J!x=:a/     /{x)dr. 
-00  Jo 

En  effet. 


Mais 


donc 


/(x)dx=         Ax)dx+        f[x]dx. 

-  00  •/  —  00  «/o 

p  f[x)dx=  f  /{-x)dx=  f  J{x)dx', 

J —  00  Jo  Jo 

/oo  /«oo 

/{x)dx=:il     f[x)dx. 
-00  «/o 


On  prouverait  de  la  même  manière  que  siy*(x)  est 
une  fonction  impaire,  c*est-à-dire  s\f{ —  x)  =  — /{x)j 
on  aura 


/oo 
/(*)  dx  = 
-00 
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475.  Sî,  dans  rintégrale  (2),  on  remplace x  par  x  y/^, 


on  aura 


(3)  r",^^^v^. 


En  différentiant  cette  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

(4)    r ^-^^^ — ,-..3.s...r2„-i)^-("+;j 

et,  si  l'on  fait  a  =  i, 

•/-  00  a» 

EMPLOI    nES    IMAGIlîAtBES. 

476.  En  changeant  x  en  x  +  a  dans  l'ëquatîon  (a), 
elle  devient 

•/— 00 
ou 

Xoo 
•00 
Mais  ou  a 


/OO  yiQO 


)dx 

00 


donc 

J/»oo 
[      ir-'«  (tf '«  +  e-^)  ^  =  c-  yÇ. 
o 

Les  deux  membres  de  cette  ^uation  peuvent  être  de- 
Teloppés  en  séries  convergentes,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  a,  et  comme  l'équation  a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a,  les  coefficients  des 


la  corvs  n  ^saly*. 

méniei  pnismres  ie  a  inïvcat  •Hre  é^aoÊX  dsns  les 
nmnbrps:  'f  «m  il  ant  'iiie  r^nnadon  subsistera  â  Ton  t 
remplace  a  par  une  erpresaion  imaçiiiaire.  En  posant 

'i  =  «y — t.  i'on  tf^* — <^-^*=  aa»afltjc,  elle  dcTient 


:  S;  f       ^-^coizxje.'ir  -=1  —  ^      ^  y  x;. 


««  > 


Ainsi,  le  passaçeles  'Tuantite»  réeiltsanx  îmagniaîres 
prat  faire  der'oavrir  «ie  soavi^iles  intégrales*  cooune  on 
la  (itîja  taie  remarqaer  aa  a^  4t]6. 

DIFTE3E3TIELJJS. 


T,  Un  antre  procetle  coosisie  i  lormer,  entre  Fînlê- 
fprale  propostîe  et  I  one  -les  iutielerminées  qn'eUe  ren- 
ferme,  one  éqaation  diJjereiLtiene  cpion  paisse  intégrer. 
Sait,  par  exemple. 

B=r  I       r""**coS2z-rï£r- 

Ona 


m.       1 


=  —  i      ânax^.r-^a-rdbr  ^^  i      sins 


m  Q  «  J 


Eo  intégrant  par  parties  et  en  observant  qœ  sin  saxe' 
est  nnile  au  denx  limites^  on  aora 


^» 


-— =  —  I      r^*^C06azx.3x«cr* 
c'csC'à-dire 


eia  d'à 

d*oà 


—  =  — 2a«, 

mai 


Pénr  déterminer  C^  on  fait  s  =  o  :  alors  (471) 


I    - 


=/  — i«'=<== 


TEBHTS-BUITIÈME   LEÇON.  ^3 

donc 

tf~^ cbs 2  a xd[r  =  -  tf ""  *  Vit. 
o  a 


EXERCICES. 

i.  Démontrer  la  formule 

r/  ^/i  déduire  là  première  de  ces  intégrales  quand  m  est  un  nombre 
entier, 

2.  Démontrer  la  formule 
cof  particulier  de  n  =  i» 


24  couns  d'analyse. 


TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  -  INTÉGRALES 

EULÉRIENNES. 

Formule  fondamentale;  applications.  —  Déreloppements  en  séries.  — 
Des  intégrales  eulériennes.  —  Définition.  —  Propriété  des  intégrales 
de  première  espèce.  —  Relations  entre  les  intégrales  eulériennes.  — 
Intégrales  multiples  qui  s'expriment  h  Taide  des  fonctions  F.  —  Appli- 
cations aux  Yolumes  et  aux  centres  de  gravité. 


MÉTHODE  DE  H.  CAUCHY.  —  FORMULE  FONDAMENTALE. 

478.  Soient  z  une  variable  imaginaire,  r  son  module 
et  p  son  argument ,  en  sorte  qu'on  ait 

z  z=z  r  [cosp  -h  ^ — I  sin/?)  =  rcPv^. 

Soîtf(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule  r  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons, 
en  outre,  qu^en  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  d'une  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  ce  +  2?t,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  p  =  a  -|-  27r,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p  =  of.  Cette  condition,  que  M.  Cauchy  omet  dans 
ses  énoncés,  mais  qu'il  suppose  dans  ses  démonstrations^ 
n'est  pas  toujours  remplie  quand  la  fonction  y* (z)  a 
plusieurs  valeurs  différentes  pour  une  même  valeur  de  z. 
On  ne  considère  ici  qu'une  des  valeurs  de  y  (z)  et  la  va- 
leur correspondante  de  sa  dérivée. 
Cela  posé,  je  dis  qu'on  a  la  formule 
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on 

pour  tout  module  r  moindre  que  R, 

Ed  effet,  z  étant  nne  fonction  de  r  et  de  p,  si  Ton  dif- 
férentiey  (z),  tour  à  tour  par  rapport  à  r  et  à  p,  on  aura 

et,  par  conséquent, 

df(z)__       I       df{%) 


dr 


V— I     dp 


Comme,  par  hypothèse,/' (z)  reste  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R,  la 
même  propriété  appartient  aux  deux  membres  de  celte 
dernière  équation.  En  les  multipliant  par  dr.dp^  et  les 
intégrant  par  rapport  à  r  depuis  zéro  jusqu'à  r,  et  par 
rapport  à  p  depuis  a  jusqu'à  a  +  air,  on  a 


ir^r-^H:7^jr"-^^-- 


or, 


et  puisque 


on  a 


X 


^)  rf^  =/[^— )  V=^] -/(«-V^T^ . 


Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothèse^  par  con- 
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sëqnent 


et 


donc 


ou 

(I) 


J"        [/[«)-/{o)]rf/'-o; 


a  •/« 

/{«)  =^  -  /       A')'tp, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

479.  S\f{z)  cif* [z)  restent  finies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
ret  Pj  en  appelant  ^  la  valeur  de  z  qui  a  o  pour  module, 
on  aura 

/{«)  àp  =  j  /(Ç)  rf^  : 

f(z)dp  est  indépendante  du 

module  r,  ce  qu'on  vérifie  en  didéren liant  cette  intégrale 
par  rapport  à  r  (451  ). 


480.  En  faisant  a  =  o  dans  la  formule  (I),  on  aura 

•air 


(II) 


^(°)=i/  /('*'*^)*' 


et  si  Ton  y  fait  a  =  —  aîr  et  que  Ton  change  p  en  — p, 
on  aura 

/(o)  =  ij[~'/('^'v^)'«'. 
481.  En  remplaçant /(s)  par  l[x-^z)  dans  la  for- 
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mule  (I),  on  en  déduit 

(lU)  f(x)=x—   /  f(j:-f-n^v^)<//>, 

car  on  a  f{o)  =  ((x).  Ainsi,  une  fonction  ((x)  d'une 
variable  Jt,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  représentée 

par  une  intégrale  définie,  pourvu  que  f  (x  -f-  re''^)  reste 
finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur 
attribuée  à  r  et  pour  toute  valeur  moindre,  et  que  cette 
fonction  reprenne  la  même  valeur  quand  p  augmente 
de  a^r. 

jipplications. 

482.  Les  formules  précédentes  donnent  les  valeurs 
d^uiie  classe  nombreuse  d'intégrales  définies.  Prenons 
d'abord 

f{z)  :=-!—. 
1  —  Z 

Cette  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  z  r=  i , 
valeur  dont  le  module  est  r  ==  i  ;  mais  elles  sont  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  moindre  que  i  attribuée  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  formule  (II)  qui 
donne,  pour  r  <^  i , 

d'où 


2ir 


Jo      1  —  rcos/?  —  \ 


rcosp  —  ^ —  I  rs\np 
^*(i  —  rcosp  •+  ^^i  rsin/>^ 


dp; 


I  —  2rcos/?  -hr* 

et,  en  sdparant  les  parties  réelles  et  les  imaginaires, 

'^^  (i  —  rcosp)  fip 

1 
o 


•/o 


,  =  air, 

I  —  2  rcosp  ~h  r* 


(a) 


p^  sin/;r< 

J^        1  — 2/-COS 


--  =o. 
rcosp  4-  r* 


28  couKS  o'analtse. 

Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  ëvidente,  puisque 
les  éléments  de  Tintégrale  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  p  dont  la  somme  est  27r  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

483.  On  trouve  directement  la  formule  (i)  en  obser- 
vant que  la  fonction peut  être  développée  en  une 

série  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  que 
Tunité.  En  effet,  dans  ce  cas, 


I  —  « 


d  où  résulte  la  série  convergente 


Jr^''  dp       r^^        r^*         r^^ 


-+-.. 


•  • 


Mais  on  a 


'       dp  z=  air, 
o 

et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positif  différent  de  zéro» 

o  «/o 


donc 


I        — i--=2tr. 


484.  Faisons  dans  la  formule  (II) /(r)  =e*V  Cette 
fonction,  ainsi  que  sa  dérivée,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z,  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quel  que  soit  le  module  r. 


(3) 


d'où  Ton  tire,  en  faisant  ar=  bel  en  séparant  les  quan- 
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titës  réelles  d'avec  les  imaginaires, 


«»        :  ,.. 


«**••' cos( 4 $in/?)  dp  --  air. 


«*^^8in  {b%Y[ip)dp  ==  o. 


o 
485.  Soit  encore 

/(,)=i{i^x),  d'où  r{z)^.-   ' 


I  —  z 


La  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  la 
valeur  z  =  i  dont  le  module  est  i .  II  faut  donc,  dans  la 
formule  (H) ,  supposer  r<[  i .  D'ailleurs,  en  faisant  croître/? 
d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a 
jusqu'à  la  valeur  a  •+-  air,  la  fonction  l(i  —  z)  reprendra 
pour  p  =  a  +  aTT  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =  a. 

En  effet,  posons 

I —  «  =  p(co$9  ■+-  v^— isin9)  : 

p  et  6  seront  déterminés  par  les  équations 

pcos9=:i — rcospf     psin9=  —  rsinp; 

on  en  déduit 

p=  H-  ^i  —  2rcosp  ■+-  r', 

I  —  rcosp  ■    .    ^  —  rsinp 

COS0  =  y        Sm9  =  —^ rrrr — ~ 


^i  —  2rcos/7-hr'  ^i  —  2rcos/> -t- r* 

On  connaît  donc  cosO  et  sin9  en  fonction  de  p.  Si  Ton 
donne  à  p  une  première  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formules, des  valeurs  de  cosO  et  de  sind  auxquelles  corres- 
pondent une  infinité  de  valeurs  de  l'arc  0.  Choisissons  h 
volonté  une  de  ces  valeurs  que  nous  désignerons  par  S. 
En  faisant  croître  p  d^une  manière  continue  depuis  a 
jasqu'à  a  -{-  air,  les  valeurs  de  cosd  et  de  sinO  varieront 
par  degrés  insensibles,  et  reviendront,  pour  p  =  a-h  a7r, 
^ales  à  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a.  Par  consé- 
quent, l'arc  0  variera  aussi  d'une  manière  continue  a 


3o  COURS   D*ANALTSE. 

partir  de  sa  valeur  initiale  6  qui  correspond  à  p  =  a,  et 
quand  p  atteindra  la  limite  supérieure  a  +  air,  0  sera 
revenu  à  sa  valeur  initiale  6,  ou  bien  il  en  diflerera  d^une 
ou  de  plusieurs  circonférences. 

Mais  si  Ton  suppose  r  <^i,  je  dis  qu'on  aura  6  =  6  pour 
/7  =  a  -H  27r  comme  pour  p  =  a\  car  la  formule 

I  —  rcosD 
cosO  = 


fait  voir  que  si  l'on  a  r  <^i,  cosd  reste  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  p.  Donc  rextrcmité  mobile  de  Tare  varia- 
ble 6,  mesuré  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cercle,  se 
trouvera  toujours  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième 
quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  re- 
prennent pour  p  =  a  4-  îTT  leurs  valeurs  pour  p  =z  a, 
l'arc  6  lui-même  reprendra  pour  /:?  =  a  -+-  a ti  la  valeur  6 
qu'on  lui  avait  assignée  pour  p  =  a» 
Ayant  posé 

I  — 2  — p(cosO-+-  ^— isinô)  =ptf^V— 'j 
on  a 

et  la  formule  (II)  nous  donne 

équation  qui  revient  aux  suivantes  : 

I       I  (^ I  —  2 r cosp  -T-  r')  dp=zOf 
o 

16) 


I       arc  tang ^     dp=:o. 


I  —  rcosp 


DÉVELOPPEMENT   DES    FONCTIOIVS. 

486.  M.  Cauchy  a  fait  servir  la  formule  (I)  au  déve- 
loppement des  fonctions  en  séries,  et  il  en  a  déduit  les  cou- 
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ditions  sous  lesquelles  ces  développements  sont  convcr* 
gents.  Il  est  arrive  ainsi  à  ce  théorème  remarquable  : 

V ne  fonction  F(jc)  d'une  variable  oc,  réelle  ou  ima- 
ginaire, peut  être  déyeloppée  en  série  convergente  sut- 
i^ant  les  puissances  entières  et  positi^^es  de  x,  tant  que  le 
module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  Injonction 
ou  sa  dérivée  première  devient  injinie  ou  discontinue. 

Diaprés  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est 
donnée  par  M.  Laurent  dans  V Appendice,  les  fonc- 
tions 

e*,     sinar,     tf*',     cos(i  —  jr*\ 

et  leurs  dérivées  premières,  ne  cessant  jamais  d*ètre 
finies  et  continues,  seront  toujours  développables  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Mais  les  fonctions 

l(i  —  x),     arc  tangjr, 


f  -  » 


et  leurs  dérivées,  cessant  d'être  continues  quandie  module 

de  X  devient  égal  à  Tunité,  ne  seront  développables  que 

si  ce  module  est  moindre  que  Tunité.  Les  séries  obtenues 

pourront  devenir  et  deviendront  en  effet  divergentes  silo 

module  de  x  surpasse  Tunité. 

I 

Enfin  les  fonctions  Ix,  c',  cos  -  devenant  discontinues 

avec  leurs  dérivées  pour  x  =  o,  et  par  conséquent  lorsque 
le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 
jamais  développables  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  dérivées  des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infinies  et  discontinues  en  même 
temps  que  ces  fonctions.  SMl  en  était  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  Ténoncé  du  théorème  général,  omettre  la 
condition  relative  à  la  dérivée  première^  mais  on  n'a  pas, 
à  cet  égard,  une  certitude  sufiisaute. 
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DES  INTÉGRALES  BULÉRIENNES.  —  DÉFINITION.  — PROPRIÉTÉS 
DE   l'intégrale   DE    PREMIÈRE   ESPÈCE. 

488.  On  nomme  intégrale  eulénenne  de  première  es- 
pèce et  Ton  représente  par  B  (p,  q)  Tintégrale 

(i)  J  j^^[i-~x)f-^dx, 

dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  nombres  positifs.  On 
verra,  comme  précédemment  (460),  que  l'intégrale  (i) 
aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  ^  était  négatif  ou  nul. 

^Jintégrale  eulénenne  de  seconde  espèce  est  Texpres- 
sion  déjà  considérée  (460,  463) 

r{n)  =  Ç    e-^a^-'dx  =  T  (l  -)'^"^«. 

489.  L'int^rale  de  première  espèce  peut  se  mettre 
sous  l'une  des  deux  formes 

en  posant  x  =  —^ —  dans  le  premier  cas,  x  =  sin'  6  dans 
le  second. 

490.  L^intégrale  de  première  espèce  est  une  fonction 
symétrique  de  p  et  de  y  j  car  si  l'on  pose  x  =  i  — y  y  on  a 

On  a  donc 

(a)  Ti{p,q)  =  ^{qyP)' 

491.  On  peut  diminuer  d'une  unité  chacun  des  expo- 
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sants  p  et  q.  Car,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

donc,  en  prenant  pour  limites  o  et  i, 

(3)  B(/.H.  i,^)  =  Jb(/i,ç)-|b(;?  +  i,^), 
d'où 

(4)  B(/,-fi,^)=--^B(/.,ç}; 


on  aura  de  même 


^ 


(5)  B(,7,g4-i)  =  -^B(/>,7\ 


RELATIONS    ENTRE    LES    INTÉGRALES    OE    PREMIÈRE 
ET    DE   SECONDE    ESPECE. 

492.  Tonte  intégrale  de  première  espèce  peut  s'expri- 
mer au  moyen  de  deux  intégrales  de  seconde  espèce. 

En  effet,  si  dans  l'intégrale  T  (p)  on  change  a:  en  j  *, 
on  aura 

Ou  aura  aussi 

Xao 

donc 

J/»oo      /»00 
o     «/o 

Le  second  membre  représente  le  volume  compris  entre 
la  surface  qui  a  pour  équation 

et  les  plans  coordonnés^   en  prenant  des  coordonnées 

Stcbii. — jin.,ll.  3 
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polaires  r  et  0,  ce  volume  sera  encore  représenté  par 

Jr»2  /»oo 

(sin 9)'^»  (cos9)»f-'  ^f  0  X  2  /      c-'^'/-»^»»-' dr. 
0  »^o 

Or,  le  premier  facteur  est  égal  à  B  (/?,  q)   (489),  et  le 
second  à  F  (p  -h  9)  ^  on  a  donc 

d'où 

493.  Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 


n 


dente  on  pose  x  =  ->  on  aura 


i 


d'où 

INTÉGRALES    MULTIPLES    QUI    s' EXPRIMENT    A    l'AIDB 

DES    FONCTIONS    F. 

494.  La  formule  (2)  est  un  cas  particulier  d'une  for- 
mule plus  générale  au  moyen  de  laquelle  on  exprime  par 
des  fonctions  F  l'intégrale  multiple 


/// 


. . .  xP-'yf'xT"  ...(fl  —  or— /  —  »...  Y^dxdydz . . . 


étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  j,  ^, . . . ,  qui 
satisfont  à  l'inégalité 

x-h  J-f-  «-4-.  .  .  •<«• 

En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  triple 

J^a  na—x  /•a-'X^-jr 
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J'intègre  d'abord  par  rapport  à  «,  et  j'aî  pour  résultat 

Multiplions  par  j^"**é/;^  et  înlcgrons  par  rapport  à  jr 
depuis  r  =  o  jnsqu^à  y  z=.a  —  x,  nous  aurons 

OU 

Enfin,  multiplions  par  x^'^dx  et  intégrons  de  a:  =  o 
à  x=  a,  il  vient 

Si  dans  cette  formule  on  fait  5  =  i,  a  =  i,  on  aura 


/// 


•^  ^  r(/7-f-7-4-r4-i) 


Tintégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  positives 
^^  ^^Xi  ^  ^uî  satisfont  à  l'inégal i lé 

x-hx  -h  z<Ci* 
495.  De  là  on  déduit  la  valeur  de  Tintégrale 

ctendue  i  toutes  les  valeurs  positives  de  x^y,  z  pour  les- 
quelles la  somme  (-j    -+-(4-)    +(^)    c*^  inférieure 
ou  au  plus  égale  a  i .  Car  en  posant 

(^)"-.  (i)'=-  0)'-. 

intégrale  cherchée  devient 


.  f     .    >- 


3. 
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avec  la  condition  Ç  -i-  i;  H-  ^  <^  i.  Donc 


■"  K^f-r") 


ÀPPLICATIOirS    A    LA    RECHEECHB   DES    VOLUMES 
ET    DES   CENTRES    DE   GRAVITÉ. 

496.  La  formule  (2)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
entre  les  plans  coordonnés  et  la  surface  dont  Téquation  est 


(f)"-(i)'-©'=- 


Par  exemple,  en  faisant  a  =  j3  =  7  =  a,p  =  iy  =  r=i, 
f  intégrale  désignée  par  B  (495)  représentera  le  volume  V 
du  8*  de  Tellipsoïde  dont  les  axes  sont  aa,  ai,  2c.  Ou 
aura  donc 

mais  (461) 
d'ailleurs  (492,  471) 


V  = 


a)='X 


\^/         Jo 
donc 

"6"' 

497.  Si  l'on  demande  les  coordonnées  JC|,^|,  z^    du 
centre  de  gravité  de  ce  volume,  il  faudra  prendre  la  formule 

Vx,  =  111  xdxdjdZf 
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ei  Ton  aura,  en  faisant  a  =  |3  =  y=2,  p=a,  ^  =  r  =  i, 

'1  —  ""H — zrTTTx —  — r^     ' 


d'où 


^**~"8  rT3)  16 


*i  =  û  «• 


3  3 

On  trouverait  de  la  même  manière  j^i  =  rr  i ,  z,  =  jr  c. 


EXERaCES. 

i.  Démontrer  la  relation 
n  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 


H  —  t 


9, 

o 


X'ja^Ur~jr)^-t        ^  I  T(a)T(b) 

3.  r.J^rfr=ÎIli 

4.  i-r(''*^)^=!5^-. 


X 


o  * 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
ET  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Condition  d'intëgrabilité  et  intégration  dans  le  cas  de  deux  Tariables.  — 
Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  —  Équations 
diflrérentielles.  —  DéQnitions.  —  Équations  du  premier  ordre.  —  Sépa- 
ration des  variables.  —  Équations  homogènes.  —  Équations  rendues 
homogènes. 

C01«DITI0ir   D^HTÉGRABILTTÉ-   DES    FONCTIONS    DE   DEUX 

VARIABLES. 

498.  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mdx -^Ndy -hPdz. , .  ^  c'est  chercher  une  fonction 
de  X,  ^,  r. . .,  dont  cette  expression  soit  la  différen  - 
tielle  totale. 

Une  différentielle  relative  à  une  seule  variable  a  tou- 
jours une  intégrale  (1,  320)  ^  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  d'une  fonction  différentielle  de  plusieurs  variables, 
et  certaines  conditions  doivent  être  remplies  pour  qu'une 
lelle  expression  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction . 
En  effet,  si  u  =J  (x^j),  on  a 

</«  du  , 

ûtf  =  -7-  tfr  -f-  -—  tfr, 

et 

,  du         ,  du 

d —        tf-— 

dx   _      dy 

ajr  ttx 

donC)  si  Mdx  +  ^(fy  représente  la  diflerentielle  totale 
de  la  fonction  u,  on  aura 

dx  dy 

et 

^'  dj         dx 
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L'expression  Mdx  -hNdy  ne  pourra  donc  être  intégrée 
si  cette  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  la  condition  (I)  est  remplie,  Mrfr-f-Nrf^  sera 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  u.  En  d'autres 
termes,  il  existera  une  fonction  u  telle  que  Ton  ait 

du      ..       du      „ 
-=M,     -=N. 

En  effets  cherchons  une  fonction  u  telle  que  Ton  ait 
(i)  du=^^djc  -h^dy, 

La  fonction  cherchée,  devant  avoir  Mdx  pour  différen- 
tielle par  rapport  à  x,  sera  égale  à  l'intégrale  de  Mdx 
augmentée  d'une  quantité  9  {j)  indépendante  de  x,  mais 
fonction  dey^  u  sera  donc  de  la  forme 


en  posant  y=  jtddx. 


du 


Il  reste  à  déterminer  (f(j)  de  manière  que  --  =N. 

Or,  on  a 

du dç       df 

djr  ^  djr        djr 

d*où 

djr  dy 

On  voit  par  là  que  N ne  doit  pas  contenir  x. 

On  aura  donc 


(-i  _ 


dx 

on 


d 

\       fin 

=  0 


dp  dp 

rfN  _  Jdr  ___  Jfff  __  d^ 
dx         dx  aj  dy 


-—  • 
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On  reiroaTe  ainsi  là  condition 

dx        dy 
Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

et,  par  suite, 

(2)  u  =Çudx  +J  (n  -  ^  dy. 

Exemple  : 

On  a  : 

</M 2>'x      dm  ^ 

dy  "~       ^x— jr^a  —  ^^  ' 

<«  =  jMrfx -+- r  (r)  ==  Ix -h  ^~— 4- ? (r); 
</a       ^        d^        7.xy — r'       rff X*  i 


dy       dy       dy         (x— 7)^         dy        (x— ^)»       j' 
d9  \  .  r, 

ii  =  -^?l-H-lf +C. 


eictehsion  au  cas  de  plusieurs  vakiables. 
S0(>.  Soit 

Vidx  H-  mdy  -4-  P^  =  duy 

c'est-à-dîre 

du       ^,       du      __       du      ^ 

s;='«'  Tj=''>  di=^'' 

on  aura 

.</tt  du         ,da         .du         ,du         ^du 

d —       d —       d —       </-—       rf-—       d  — 

dx  dy  dx dz  dy dz 

dy  dx  di  dx  eiz  dy 
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OU  bien 

^     '  dX         dx^      dt        dx^      dz        dy 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  formule 
proposée  soit  intégrable. 

50).  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  intégrable.  En  effet,  cherchons 
une  fonction  u  telle  que 

Puisque  la  différentielle  de  u,  par  rapport  à  jr,  doit  être 
M//x,  on  aura 

en  posant  ^=  JNldx. 

Maintenant  il  faudra  que  Ton  ait 


c'est-à-dire 


du       ^^        (lu 

4^=«'   51  =  ^' 


dv        df dv        d^ 


OU  bien 

dt»        «,       dv         dn       ^        dff 
dy  dy       dz  dz 

Or,  —  et  ^  ne  doivent  contenir  que  ^  et  £,  par  hy- 
pothèse  j  donc  on  aura 


on 


=  o,      — ^ — ^  =  o, 

dx  dx 


d^dM       dPdM 
dx        dr        dx         dz 
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En  onire,  la  fonction  ^  doit  satisfaire  à  la  condition 


dz  df   ' 

on  aura  donc 


'f'-^i  '('-S^ 


ùz  djr 

on 
„  rfN        dV 

<'^  ;^  =  ^- 

Si  les  trois  conditions  (2)  et  (3)  sont  remplies,  il  exis- 
tera (499  j  une  fonction  (p  dej^  et  de  z  telle,  que 

et  Ion  aura 

802.  La  méthode  précédente  s^ëtend  à  un  nombre  quel- 

conque  de  variables.  En  général,  — ^ est  le  nombre 

des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  Tîntégra- 
bililé  d'une  formule,  n  étant  le  nombre  des  variables. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  —    DÉFINITIONS. 

503.  On  nomme  équation  ififférentielle  du  n*^'^  ordre 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette 
variable,  et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  n"'**  ordre  inclusivement. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 


('•^'S)=°- 


dy 
En  la  résolvant  par  rapport  à  -^  >  on  aura  une  ou  plu- 


tLv 
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sieurs  équations  de  la  forme 

-j-  z=zf[xjy\      ou      Mûfj?  H- Ne/)' =r  o 
elx 

M  et  N  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  de;^. 

INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    ORDRE.   — 
SÉPARATION    DES    VARIABLES. 

504.  L^intégratîon  s'effectue  immédiatement  quand  les 
variables  peuvent  être  séparées,  c'est-à-dire  quand  il  est 
possible  de  mettre  Féqualion  sous  la  forme 

^[x)dx-.^{jr)djr\ 
on  aura 


J?W^'= /^ 


CVst  ce  qui  arrive  si  F  équation  est  de  la  forme 
on  sépare  les  variables  en  écrivant 


f^[x)dx  = 


505.  Exemples  : 
I*  af*dx  -i-jr^djrTzzo, 


2*  x^djr  =r  (7  -i-  Il  )  dx  j 

cette  équation  revient  à 

dy     dx 

On  en  déduit 

X 
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ou 


d'où 


On  en  tire 


•^^ £/r= 

X  a  —  X 

ÉQUATIONS   HOMOGEHES. 

506.  On   peut  encore   séparer  les  variables  lorsque 
Téquation 

(i)  M<teH-N£(r  =  o 

est  homogène^  c'est-à-dire  quand  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  même  degré  des  variables  x  el  j^. 
On  a,  dans  ce  cas^  m  étant  le  degré  de  Thomogénéilé, 

L'équation  difTérentielle,  divisée  par  a:*,  devient  donc 

(2)  ?(5)^  +  4'(i)4r=o. 

Si  l'on  pose 

-  =  2,     d'où     dr  ^  xdz  -h  zdx, 

X 

l'équation  (2)  deviendra,  en  divisant  par  x  [cp  (3)  +  2  v|/  (3)]  : 


dx  ^  (z)  dz 

X  ^\Zf'^Z'^\Z) 

d'où 


U+l-JlIili^^C. 


/ 


?l«J  -+-«+(») 
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(0 


xdy  —  ydx  =  dx  ^x*  -+-/*• 


Cette  équation  est  homogène  et  du  premier  degré.  En 
appliquant  la  méthode  précédente,  on  la  ramène  d'a- 
bord à 

dx  dz 


Vu-** 


d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 


\x  ==  l<r  (z  -h  ^1  -h«0» 


ou 


«H-V'l-*- 


=  f: 


z' 


ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  -9  et  en  faisant  dispa- 

X 

raitre  le  radical. 


(a) 


x*  =  2fx^-c^ 


On  parvient  à  Téquation  différentielle  (i)  quand  on  ré- 
sout ce  problème  :  Trouver  une 
courbe  MNP  telle,  que  le  rayon 
vecteur  OM  soit  égal  au  seg^ 
ment  OT  compris  entre  r ori- 
gine et  le  point  oii  la  tangente 
MT  rencontre  V  axe  des  y.  D'a- 
près l'équation  (2),  cette  pro- 
priété appartient  à  toutes  les 
paraboles  qui  ont  pour  axe  la 

droite  Oy  et  pour  foyer  le  point  O. 


a» 
On  trouve 


xdx  -^ydy  =  nnydx. 


Uh- 


/t- 


zdz 


^nz 


5  =  c, 
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OU 

U  -h  -  1    I  —  2/ÎZ  -+-  «»)  -h    /    -—  =  C 

2  '         J    I  —  2/Ï8-4-X* 

Quand  /i  =  i,  ou  arrive  i  réquation  intégrale 

* 
3* 

En  différen liant,  on  a 

ydx=- -^ , 

équation  homogène  dont  Tintégrale  est 

4*»  (/lîx  +  ny)  dx  +  [px  4-  qx)  djr=^o» 

On  a 


J  ^ 


ip-hqz)dz  __ 


et  Tintégration  peut  toujours  s'achever. 

ÉQUÀTIOIfS    QUE    l'on    PEUT    RENDRE    BOMOGÈNES. 

508.  On  peut  quelquefois  rendre  homogène  une  équa- 
tion qui  ne  présente  pas  ce  caractère.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  l'équation 

(i)  {a  -h  mx  •+■  nx)  dx  -^  {b  -^  px  -h  qy)  dy  =z  o. 

En  posant 

on  a 

[a  -f-  ma.  -h  w  6  4- mx' -f-  ny')dx*-^ (6  -h/?a  -4-  7 6  -+- px* -h  qy*)  ^'j'- 

Il  suffira,  pour  rendre  cette  équation  homogène,  de 

poser 

a-f-wa  +  /î6r=o, 

b  -\-  poL-i-  96  =  o; 
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d^où  l'on  tire 

hn  —  aq  ap  —  hm 

ai^  — ï      o= î 

mq  —  np  mq  —  np 

et  il  restera  Téquation 

(a)  {mx'Wny')  1/4/ -f-  [px* -\- qy')dx'^=o. 

509.  Cette  transformation  est  impossible  si  mq-  np=zo. 
Dansée  cas,  on  a  ^=:  ~,  et  Téquation  (i)  devient 

i»(<j  -h  mx  -\-  nf)  dx  -\'\mh  -h  (ma:  -4-  ny\  p^dy  --  o. 

On  pose 

mx  -h  njrT=  Zf 
d'où 

dz  —  m  dx 

àr=  — - — ; 

n 

il  en  résulte 

m  (fl  H-  «jor  H-  \bm  -hpz) =0 

et 

(3)  «dr=         (^^L±Z!V^, 

Ofii  —  an  -{-  (p  —  n)  z 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  même  temps  que  mq  —  np  -^  o^  on  a  q  =^o^ 
il  faut  que  /i  ou  /?  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 

510.  L'équation  (i)  peut  encore  s'intégrer  en  posant 

a  -h  mx  H-  /»/  =  a,     b  -\-px  +  qjr=zç; 

d'où 

mdx  -f-  ndjr  =  da^    pdx  -^  qdjr  z=  dv. 

Les  valeurs  de  x^jr^  dx^  dy^  tirées  de  ces  équations  et 
substituées  dans  la  proposée,  conduisent  à  une  équation 
homogène  en  u  et  i^. 
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EXERCICES. 


1 .  Intégrer  Véquation  différentielle 


[x'+y^)dx  +  ^^^^dy^f,. 


Solution  : 


2.  (3j»x  +  aj:")^  +7'^^^  =  o. 

Solution  : 


7»4-aj:'=C/ar'-h7'. 

3. 

Solution  : 

X          l 
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SUITE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 

ORDRE. 

Éqaations linéaires.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
—  Problème  de  de  Beaune.  —  Problème  des  trajectoires.  —  Équations 
du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque.  —  Cns  où  Téquation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variables,  ou  Tune  des  rarisbles.  —  Cas 
où  réquation  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables 


ÉQrATIOKS    LIA'ÉAIRES. 

5H.  On  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordto 
nue  équalîon  de  la  forme 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x.  Pour 
Tinlégrcr,  on  pose 

d'où  Ton  lire 

/    %  ^'2         fdu         _     \ 

On  peut  prendre  à  volonté  un  des  facteurs  de  r  :  en 
posant 

(3)  ^  +  P«-«. 

Téqualion  (2)  se  réduit  à 

(4)  «T-=Q 

(U: 

L'cquation  (3)  donne 
fit»  ^  f* 


u 


Stcbm.  —  An,,  II,  / 
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On  n'ajoute  pas  de  constante  à  cette  intégrale,  parce 
qu'il  suffit  qu^une  valeur  particulière  de  u  satisfasse  à 
Téquation  (3). 

En  remplaçant  n  par  c "/'*''  dans  l'équation  (4),  on 
aura 

^  =  Qe/Wx^      d'où     z  =  ÇqeS^'^dr  -4-  C, 
et,  par  conséquent, 

512.  Exemples. 

de 

2»  (H-.r»)  —  —  ^j  =  /ï. 


OU 


Ici 


p  =  -:i^., 


I  -T- Jr' 

donc 


-/p'''  =/7^.  =  '  ^'ï^; 


=  v^7:r 


Mais 


donc 


/; 


adr  nx  ^ 

C; 


(,  +  xr        Vi+x' 


^*  =  /7X  +  c  \/l  H-  .iC'« 


ÉQUÀTIOIfS    QUI     SE    RAMENENT    lUX     ÉQUATIONS    LIKÉAIBES. 

5t3.  On  ramène  aux  équations  linéaires  les  équations 
de  la  forme 
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OO 

En  effet,  sî  Ton  pose  -^ —  =  r,  d'où  y""  dy  =^  dz^  on 
aura  l'équation  linéaire 

514.  On  peut  encore  opérer  directement  sur  Téquation 
proposée  comme  on  Ta  fait  au  n°  511 .  En  posant  y=uz, 
on  aura 

riz  [du  „    \  ^ 

dx  \dx  ] 

équation  qui  se  partage  en  deux  : 


On  en  lire 


z 
CI  enfin 


du       ^  flz       _ 

-~  4-  P«  =  o,     -—  =Qw— «2". 

djt  djc 


2 

•—  =  (i  —  n}(  jQe'^-'^^Sf'J'dr  H-  c) 


515.  On  peut  obtenir  Tintégrale  générale  de  Téquation 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière.  Soit  u 
une  fonction  qui  satisfasse  à  cette  équation  sans  renfer- 
mer de  constante  arbitraire.  Posons  jk=  w  -f-  c,  il  vient 

du       dz        ^  ^  ^  ^         ^ 

3-  -h  -—  -f-  Pa  +  P2=:rQ«'-+-  2Q1/2  -T-Q2'-+-R; 
dr        dx 
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mais  ou  a,  pr.r  hypothèse, 

Téqualion  (i)  se  réduit  donc  à 

fiz 

(2)  —  -+-(P  — 2Q/02=Q-' 

^    '  ux 

qu'on  sait  înlégrer  (S13). 
Par  exemple,  1  équation 

(l.r 

est  saiisfaite  par^  =  r,  et  se  ramène  à  Téquation 

^  -4-(P  — 2Qx)c:=r:Qs'. 

ax        ^ 

Si  l'équation  renfermait  une  puissance  dey  supérieure 
à  r',  la  même  substitution  ferait  disparaître  R,  mais  elle 
introduirait  de  nouvelles  puissances  de  z. 

PRODIÈME    DE    DE    BEAUTE. 

516.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-tangente, 
soit  à  V ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  Li 
différence  entre  V ordonnée  et  V abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dy y  —  r 

€lx  a 

ou 

dy         I       I 

.V         II  a 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre.  Kn  appliquant  la 
formule  du  u^  51 1,  on  trouve  pour  intégrale 

(-) 


a 
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Cette  équation  se  simplifie  quand  on  prend  pour  axe 
Fig.  107.  des  x'  la  droite  qui  a  pour  équa- 


y 

'/ 

A 

M 

A 

Q 

p4 

/ 

1         I 

*        s 

lion 


^  =  j:  -l-û, 


en  conservant  le  même  axedesj^; 
les  formules  de  transformation 
sont  dans  ce  cas 


a,     X 


et  Féquation  de  la  courbe  devient 

x' 


PROBLEME    DES    TRAJECTOIHES. 

517.    Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle 
donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans  Vèquation 

(1)  F(jr,^,  <7)==0, 

a  étant  un  paramètre  variable, 

^-  *o^  Soient  X  eiy  les  coordonnées 

l/y  du  point  M  commun  à  Tune  des 
couibes  AB  et  â  la  trajectoire 
CD,  m  la  tangente  de  Fangle 
donné,  enfin  T'  et  T  les  angles 
que  les  tangentes  à  la  courbe  AB 
et  à  la  trajectoire  au  point  (j:,)) 
fout  avec  Taxe  des  x;  on  a 


m 


tangT—  tang'r 
I  H-  lan^  l  lani»!' 


Mais 


langT=j^»     tingT'-^ 


dV 
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donc 

(Iy  dx    \         ffy        eix 

dy  /  dx 


ou  encore 


(^)  "^  \dP      dx  dx)  ^  dx  '^  dy  dx* 

L  élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (a)  donnera 
Téquation  diflerentielle  du  lieu. 

518.  Soit,  par  exemple, 

On  aura 

dY\  .  .  dy 

npxP-'  -j-  I  4-  apxP-'  —  wj"-'  —  =  o. 


//;  I  /T^"""' 


Si  Ton  élimine  fl,  après  avoir  multiplié  la  dernière  équa- 
tion par  jr,  on  aura,  en  divisant  par  j  "~*, 

/  tly\  dy 

ou 

[mpy  —  nx)  —  4-  ntnx  +  py  =  o, 

équation  homogène  que  Ton  sait  intégrer. 

En  particulier,  si  Ton  suppose  n  =  /:7  =  i,  c'est-à-dire 

si  l'on  demande  les  trajectoires  des  droites  représentées 

par  r équation 

y  =  ax, 

Téquation  difierentielle  sera 

m  [xdx'\-ydy)  -{- ydx  —  zdy=L  o; 

divisée  par  x'-Hj*  et  intégrée,  elle  donne 

-  Y 

TOllu;*-h7*)'  =  arctang-  -+- C, 
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et,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

e-hC        e 


m m 


mlr=:0 -f- C,     ou     r  =  «   '"    =icé 

Donc  les  courbes  qui  coupent  sous  le  même  angle  toutes 
les  droites  menées  par  l'origine  sont  des  spirales  logarith- 
miques semblables,  ayant  cette  origine  pour  point  asymp- 
lotjque. 

519.  Le  problème  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
l'angle  donné  est  droit.  Dans  ce  cas,  les  trajectoires  sont 
dites  orthogonales^  et  Téquation  différentielle  résulte  de 
l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

F(.r,r,/7)  =  o,      _,/^-_,/x  =  o. 

Ainsi,  dans  Texemplc  du  n^  518,  il  faut  éliminer  a 
entre  les  équations 

eir 

ce  qui  donne  Téquation 


jr'^zuxP^     nj"^^  -^ paxP~^ 


dont  rintégrale  est 

Suivant  que  n  et  p  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  celte  équation  représentera  une  infinité  d'el- 
lipses ou  d'hyperboles  semblables  et  concentriques. 

Si  l'on  se  proposait  de  chercher  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  données  par  l'équation 

on  devrait  évidemment  retrouver  Téquation 
dans  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire» 
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ÉQUATION  DU  phemieti  ordre  et  d'un  degré  quelconque. 
—  CAS  ou  l'équation  ne  contient  pas  explicitement 

520.  Soit 

ou,  en  posant  -y-  =  ;?, 

«ne  équation  dlflérentielle  du  premier  ordre  cl  d'un  degré 

tir        , 
quelconque  par  rapport  à  -y-*  S'il  est  possible  de  la  ré- 
soudre par  rapport  à  -^^  on  aura  une  ou  plusieurs  équa- 
tions du  premier  degré  que  Ton  tachera  d'intégrer. 

521.  Si  l'équation  se  réduit  à 

F(/.):=0, 

et  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  p^  on  aura  plu- 
sieurs valeurs  de  p  : 

/i=a,     p^y!y     /^  =  a'',...; 
de  là  les  solutions 

^- 1=  ax  -f-  C,        Y  =  a'.r  -f-  C, .  .  . , 

comprises  dans  l'équation  unique 

(^-  ^o:x  —  C)(x  —  o!x  —  a)  [y—  oi"  x  —  C")  •  •  •  =  o. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en 
admettant  que  la  même  constante  arbitraire  C  entre  dans 
tous  les  facteurs;  Téqualion  précédente  peut  alors  s'écrire 

ou  bien 


k 
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résultat  qu'on  obtiendrait  encore  en  éliminant  a  entre  les 
équations 

F(a)  =  0,      j  =  ax-f-C. 


Exemple. 


( 


on  aura 


(^ 


r-cv      , 


d'où 

jr  =  ±  ax  -h  C. 
ÉQUATIONS  QUI   NE   RENFERMENT   PAS  l'uNE  DES   VARIABLES. 

522.  Supposons  maintenant  que  l'cquation  diil'éren- 
tielle  ne  renferme  pas  j^  et  qu'elle  soit  de  la  forme 


Kê-)=°- 


Si  l'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  -j-  cl  eu  tirer 

on  aura  y:=  j  J' (x)  dx^  et  le  problème  sera  ramené  h 
une  quadrature. 

Exemples. 


i*» 


On  en  lire 


(£)'-'"=''• 


i=±v=- 


J  ==  db  /  v^^  =  d=  -  X  \/fli  4-  C, 


ou 

9 
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On  déduit  de  cette  équation 

liy dy 

dx  <Lr         ' 

d'où  les  deux  solutions 


x^ 


Y  ■=z  nx  -^  C^       r  := h  C. 

523.  Si  Téquation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à,  p  mais  qu'on  la  puisse  résoudre  par  rapport  à  x,  ou 
aura 

d'où 

dy=^pdx=p.df[p)^ 

y=Jp.df(p)-\-C, 

on  aura  l'intégrale  en  éliminant  p  entre  les  équations  (i) 

et(Q). 

o2i.  Si  l'équation  didérentielle  ne  contient  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à^^,  on  aura 

j'~f{p)y    '^''——r^  =  — 7 — ' 

"  p 

d'où 


on 


J         P 


G. 


CAS  OU  L  ÉQUATIOn  PEUT  ETRE  RÉSOLUE  PAR  RAPPORT 


A  l'ume  des  variables. 


525.  Si  Téquation  contient  x^y  etp,  et  qu'elle  puisse 
se  résoudre  par  rapport  à  Tune  des  variables,  j*  par  exem- 
ple, en  sorte  que  Ton  ait 

y  =/(^,  P)y 
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on  aura 

flÇr,     ou     pdx  =1  ---  tix  -^ — —  dp. 

fix  dp 

Si  Ton  peut  înl<?grer  celte  équation,  qui  est  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  la  relation  cherchée  s'obtien- 
dra en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et  l'équa- 
tion jr  =/ (x, /?) . 

526.  Prenons  pour  exemple  Téquation 
qui  ne  renferme  xeljr  qu'au  premier  degré.  On  a 

pdx=:a:f[p)dp-^f{p)€lx^^'{p)dp, 

ou 

dx  /'(/>)  ^'{tA 

f^P  '        f[P)     —    p'  f[P)-     P 

équation  qui  donne  (511  ) 


(2)    X  =  —  e 


En  éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura 
Tintégrale  demandée.  Ordinairement  celte  élimination 
n'est  pas  praticable,  parce  que  l'équation  (a)  contient  des 
fonctions  transcendantes  dep  \  mais  alors,  en  donnant  à  p 
une  suite  de  valeurs  aibitraires,  les  équations  (1)  et  (2) 
détermineront  les  valeurs  correspondantes  de  x  etj^. 

527.  Quand /(/>)  =  /?,  l'équation  (2)  est  illusoire. 
Mais  alors  l'équation  (i)  devient  l'équation  de  Clairaut, 

(«)  jr  =  px -^  ff{p), 

Cl  en  diflTérentiant  par  rapport  à  x,  on  aura 

ptlx  =pd.r  -\-  xdp  H-  (j»'(/>)  dp^ 
d'où 

dp  \x  -f-  ç'  (/?)]  =  o. 

Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 


6o  COURS  d'analyse. 

I®  en  posant 

dp  =  o,     d'où    /?  =  C, 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  p  dans  (a), 

2**  en  posant 

(ï)  x^^\p)  =  o\ 

on  en  déduira  pour/?  une  valeur  f(r)  et  Ton  aura 

{$)  r  =  -rf(x)-^ç[f(x)], 

relation  qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et 
qui  ne  peut  être  déduite  de  Tintégrale  générale  en  don- 
nant à  la  constante  une  valeur  particulière. 

C'est  ce  qu'on  nomme  une  solution  singulière. 

628.  Les  droites  représentées  par  l'intégrale 

r  =  Cx-f-y(C) 

sont  tangentes  à  la  courbe  (^).  En  eflfet,  si  Ton  prend  sur 
la  courbe  un  point  (x^j)  correspondant  à  une  valeur  ar- 
bitraire de/?,  on  a,  en  différentiant  Téquatîon  (o), 

Donc,  en  donnant  à  p  une  valeur  quelconque  C,  on  a 

dr 
pour  ce  point  de  la  courbe/  =  Cr  -h  y  (C)  et  -~-  =  C. 

Donc,  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
équation  j  =  Cx  -f-  <j>  (C). 

529.  Nous  avons  dit  que  la  seconde  solution  ne  pou- 
vait être  déduite  de  Tinlégrale  générale  en  donnant  à 
la  constante  une  valeur  particulière.  Cela  suppose  que 
(p'(p)  n'est  pas  constant.  Si  <f'  (;?)  était  égal  à  une  con- 
stante 6,  on  aurait 

X  -h  A  1=  o, 

solution  comprise  dans  Tintégrale  générale  en  y  faisant 
C  =  GC  et  ^-7r-^  =  h. 
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EXERCICES. 

Solution  : 

r  =  Cet*  — Jt*—  4>^^—  3. 4.  x*—  2.3.4-2^  —  I. a.  3. 4. 

2.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  inscrits  dans 
un  angle  droit.  Trouver  l'asymptote  sans  intégrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  semblables. 

^  dr      dr* 

Solution  :  Équation  qui  résulte  do  Téliinination  de  p  entre  les 
équations 

X=  x-h  ^p-^p^    .r=r  i/>-f-4log(/»- i)_f.C. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Existence  de  Vintégrale  d*une  équation  dllforentielle  du  premier  ordre.  ~ 
Exisitence  d'un  facteur  propre  h  rendre  intégrable  le  premier  membre 
de  réquation.  —  Détermination  de  ce  facteur. 


TOUTE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  PREMIER  ORDRE 

ADMET  UNE  INTÉGRALE. 

S30.  Toute  équation  dinerentielle  du  premier  ordre 

dr 

^=/(x,r),     ou     Méfx-4-Nû[r  =  o 

admet  une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire, 
cVsi-à-dire  qu*il  existe  toujours  une  équation  contenant 
x^y  et  une  constante  arbitraire  telle,  qu'en  la  difleren- 
tiant  et  éliminant  la  constante,  on  retrouve  Téquation 
proposée. 

En  effet,  Tinlégration  de  l'équation  proposée  consiste  à 
trouver  une  fonction  de  jr,  désignée  par j^,  telle,  que  sa  dé- 
rivée soit  égale  à  y  (:r, y),  ou  encore,  qu'en  donnant  à  x 
l'accroissement  infiniment  petit  dx^  Taccroissement  cor- 
respondant rf;' puisse  être  regardé  comme  égal  ày(x,^')rfr* 
Puisque  Téquation  différentielle  Hy  z=zf  [x^  y)  Hx  ne 
détermine  que  raccroisseraent  dcj^',  on  peut  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  de  ^  pour  une  valeur  particu- 
lière de  jr.  Si  l'on  prend  J  ^=  b  pour  x  =  a^  f  (a^  b)  h 
sera  Taccroissement  infiniment  petit  de^^  lorsque  x  pas- 
sera de  la  valeur  a  à  une  valeur  infiniment  voisine  a  -|-  h^ 
De  môme,  si  Ton  pose 

f[a'^  b')  h  sera  Taccroissement  de  j  lorsque  x  passera 
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de  a'  à  a  -^  h.  En  continuaut  ainsi  à  faire  croître  x 
par  degrés  insensibles  jusqu^à  une  valeur  quelconque, 
Tëquation  difTérentiellc  déterminera  les  accroissements 
successifs  de  j^,  de  sorte  que  la  valeur  à^y  correspondant 
n  chaque  valeur  de  x  sera  complètement  déterminée.  Par 
conséquent  y  sera  une  certaine  fonction  de  x,  et  cette 
fonction  dépendra  nécessairement  de  la  constante  arbi- 
traire b  \  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

IL  EXISTE  UN  FACl'EUR  PROPRE  À  RENDRE  DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  D*L'NE  ÉQUATION  DU  PUEMIEH 
ORDRE. 

531.  On  vient  de  démontrer  que  Téquation  difTéren- 
tielle 

(i)  M^i:H-Nr/r  =  o 

admet  toujours  une  intégrale  contenant  une  constante 
arbitraire  C.  Cette  équation  intégrale,  résolue  par  rapport 
à  C,  prendra  la  forme 

(2)  /i=C, 

Il  étant  une  fonction  de  x  et  j^  qui  ne  renferme  pas  C.  On 

tire  de  l'équation  (2) 

fin 

du    ,  rfti    ,  „    ,       €ir  dx 

•j-dx-h  T  ^^y  '—  ^»     "  °'^    -r  =  — r* 

dx  djr  elx  du 

dy 

Or,  Inéquation  (1)  donne  —  =  —  —■•  Ou  doit  donc  avoir 

-  €lx         M 

dy 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  s'il  en  était  au- 
trement, elle  établirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  j  serait  une  fonction  de  x  sans  con- 
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stante  arbitraire,  puisque  M,  IN,  —  ?  ~  ii  en  contiennent 

pas.  Or,  à  cause  de  l'équation  u=C,  y  doit  dépendre  de  x 
et  de  la  constante  G. 

L'identité  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 

du       du 
dv dy 

en  désignant  par  \f  chacun  de  ces  quotients.  On  lire  de  là 

dx  dy 

donc 

du  =  p  (  M  dx  -h  ^  r//). 

Ainsi,  il  existe  toujours  un  facteur  p»,  Jonction  de  x 
et  de  j^  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  Vequa^ 
tion  une  différentielle  exacte. 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  et  l'intégrale  u  de 
la  dilîérentielle  totale  v  {^Idx  -f-  Nrf/),  u  =  Q  sera  Tin  • 
tégrale  de  Téquation  (i). 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre 
le  premier  membre  de  Véquation  (i)  une  différentielle 
exacte.  En  effet,  si  nous  multiplions  les  deux  membres 

de  Téquation 

V  (Mr/,r  -f-  Nr/j)  =  du 

par  une  fonction  quelconque  de  i/,  ?  (")9  ^^  vient 
vf^  ( u)  (Mr/j:  -f  ^dy)  =  ç  («)  du  =  df^  [u)  du. 

Ainsi,  ^^[u)  (Mr/x-l-NJ^  )  est  encore  une  diflerentielle 
exacte,  et  le  facteur  s^^[u)  jouit  de  la  même  propriété  que 
le  facteur  v^. 

Exemple,  xdy  — ydx  =  o.  Celte  équation  donne 

—  =  — î      d  ou      r  =  Cj:,      ou      -^=Q,z=ni. 
jr         X  "  X 

Le  facteur,  ^',  le  plus  simple  qui  rend  xdj — jdx  une  dîf- 
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férentîellle  exacte  est  donc  -j»  Tout  autre  facteur,  ^?('0» 

est  de  la  forme  — r  ®  (  -  )  • 

x^  «  \xj 

Ainsi  9  (tt)  =  -  donne  le  facteur  —  et 
^  ^    ^       u  xy 

y        X  X 

9(«)  = donne  le  facteur  -r r  et 

ar  ^v  —  y  dx        ,  y 

533.  Réciproquement  tout  facteur  Y  propre  à  ren- 
dre Mrfx  -h  Nrf^  w«e  différentielle  exacte  est  de  la 
forme  v^(u).  En  effet,  soit 

\{Mdx-¥-Ndy)  =  d\]: 
on  a 

v{Mdx-h^dy)  =  du; 
donc 

(I)  dl]  =  -du. 

Soit  M  rzzf^x^y).  Si  Ton  tire  de  cette  équation  la  va- 
leur de  y  en  fonction  de  </  et  de  jr,  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  on  aura 

\}  =  ^(u,x),     d{}  =  ^du-^^dx) 

cette  expression  de  la  différentielle  totale  dU  doit  être 
identique  à  sa  valeur  (i);  or  cela  exige  que  -,-  soit  nul, 
et  que  la  fonction  i{;,  indépendante  de  Xy  soit  une  simple 
fonction  de  u\  il  en  sera  de  même  pour  sa  dérivée  ^> 

qui  est  égale  à  -  • 

534.  D'une  manière  générale,  «,  U,  q  étant  des  fonc- 
tions d*un  nombre  quelconque  de  variables^  si  Von  a 

Sn-ftM.  ~  An,<^  II.  5 
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dU  =  qdu,  on  aurai]  =  <f{u);  car  en  éliminant  une 

de  ces  variables,  x  par  exemple,  on  pourrait  écrire 

^  =  ^^(14, 7,  z...). 

Or,  dU  ne  peut  se  réduire  identiquement  k  qdu  que 
si  ^  est  indépendant  de  ^,  Zy...  et  se  réduit  à  uae 
fonction  de  u. 

535.  Si  deux  facteurs  V  et  if  rendent  différentielle 
exacte  P  expression  Mdx-^Jidjr^  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  Vintégrale  de  Véquation 

Car  de 

V 

-=C,     oa     <p(i4)=:C, 

on  tire  li  =  c. 

DtTEaMINÀTION    DU    FACTEUR   U. 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
u  l^dx  +  N^)  soit  une  différentielle  exacte  esl 

djr    "^    dx 

ce  qui  revient  à  Féquation 

„du       ^dç  fdM       d^\ 

Quoique  cette  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant,  dans  quel- 
ques cas,  servir  à  trouver  le  facteur  i^  : 

1°  Si  ^  ne  doit  dépendre  que  d'une  seule  variable,  x  par 

exemple,  on  a  ^  =  o,  et  Téquation  (i)  se  réduit  à 

dM       rfN 
I  dv         djr         dx 

(*)  ~^lû- — ji 

Par  hypothèse,  ic  premier  membre  ne  dépend  que  de  x  j 
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donc,  on  doit  avoir 

Cette  condition  est  suffisante^  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  Péqualion  (a)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  Ton  suppose  N  =  i,  c'est- 
à-dire  si  Ton  met  Téquation  proposée  sous  la  forme 
dy  -hMdx  =  Oy  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

—  =/(x)  =  P, 

d'où 

M  =  P7  -t-  Q. 

L'équation  proposée  devient 

Il  suffit  donC|  pour  rendre  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  de  le  multiplier  par  e^^'''. 
On  a 

ax 

d'où  (499) 

C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (511  ). 

a^  Si  le  facteur  t^  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  x,  et  Y  une  fonction  de  y,  on  a 

(ùe  eix        dy  dy 

et  Téquation  (i)  revient  à 

^X   _  M  — —  —  — — 
Xrfjr  Xdy        dy         dx 

0. 
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Si  celle  condition  est  remplie,  on  aura 

537.  L'emploi  du  fadeur  v  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 

dans  Téquation 

XYrfxH-X,Y,rfr=o, 

ou  X  et  Xi  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y|  des 
fonctions  de  y^  revient  à  multiplier  Téquation  proposée 

par  le  facteur  ^-=* 

X|Y 

La  iransformatîon  employée  dans  Tintégration  de  Té- 
qualioii  homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
Téqualion  (3)  du  n°  506  n'est  autre  chose  que  Téquation 
proposée  divisée  par  jr*""*"*  [?  (*)  -H  ^^  (^)]*  ^^  rempla- 
çant z  par  - ï  x"'y  (  -  )  par  M,  x"*  ;{;  (  -  ]  par  N,  on  voit 

que  le  facteur  if  est,  dans  ce  cas, 

I 


Mx-f-Nr 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  -ri r; —  est 

alors  une  diflerentielle  exacie.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

M  N 


iMx-+-Nj  Mx-f-Nj 

df  dr 

Cette  équation  revient,  après  quelques  transformations, 
h  la  suivante  : 

^/     r/M  ^/M\       ^,  /     dy  r/\\ 
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OU 

NMw  — NM/lt=:0, 

car  les  fonctions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  degré  m^ 
on  a  identiquement  (I,  178) 

dU  dM       „  rfN  r/N 

(Le        ^    dy  dx       "^    dy 

Si  le  premier  membre  de  Téquation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i ,  et  pour  second —  •  Leur  rapport,  égalé 

à  une  constante,  donnera  Tintégrale  qui  sera,  par  consé- 
quent, 

EXERCICES. 

i .  aydx  -h  bxdy-^  x^y'  {cydx  •+■  exdy)  =  o. 

Solution  :  Le  firemier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 
multiplie  par  x*-'/*-'  ^(a:'/*),  et  le  second  par        '  ,    '^(^X')- 

On  peut  déterminer  1  js  fonctions  7  et  ^  de  telle  sorte  que  ces  deux 
facteurs  soient  é^aux. 

2.   Trotwer  le  fceleur  d^intégrabilité  de  i'éfjuatio/i 

{X-hy)flX'}-dy  =zo. 

Solution  :  e'. 

3-  Trouver  le  facteur  d'intégrabilUé  de  r  équation 

( I  —  j^y) dx  4-  r'  (j^  —  x) dy  =  o . 

SoLCTIOiN  :  -^. 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  llntégrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  Tacteur  qui  rend  intégrable  le  premier 
membre  de  Téquation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  TenTcloppe  des  courbes  représoBtéea  par  Véqua- 
tion  intégrale. 

COMMENT  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈKES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  L^IUTTÉGRALE  GÉITÉ- 
HALE. 

538.  Soient 
(1)  Mdx-h^djr=o     ou     ^=/(x,x) 

une  équation  différentielle,  et 

(2)  F(x,jr,c)z=zO 

son  intégrale.  Différentions  celte  dernière  équation  par 
rapport  à  x  ]  nous  aurons 

(3)  ^X:=^^±L. 

^     ^  dK  ftF 

Si  l'on  élimine  c  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

d? 

,        .  dx 

on  doit  obtenir  Tcquation  (i),  ce  qui  exige  que  — de- 

w 

vienne  identique  à  —-quand  on  remplace  dans  ce  quo~ 

lient  c  par  sa  valeur  tirée  deTéquation  (a),  et  celle  éli- 
mination conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  x  et  dejr» 
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539.  Cela  posé,  je  dis  que  si  Ton  connaît  l'întégrale 
F  (x,  j-,  c)  =0  d'une  équation  difTérentielle ,  on  peut 
déterminer  les  solutions  singulières  de  cette  équation. 

Soit 

(4)  ?('»7)=o 

une  solution  singulière,  c*est-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  â  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  Fint^rale  générale  en  attribuant  à  la  constante  une 
valeur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  Téquation 
^  (^jX)  =  ^  ^3°s  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  c  par 
ane  fonction  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x  et  de  jr. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  l'ondifTérentie  l'équa- 
tion (2)  par  rapport  à  a:,  on  aura 

df      df^ffy       ?[!!^  — 
€Lc        df  dx        de  dx  * 

d*où  Ton  tire 


(6) 


dY 

dY 

dx 

dx 
dY 

de    de 
dY    dx 

dy 

dy 

L*élimination  de  c  entre  les  équations  (i)  et  (6)  doit 

dx 


dY 
conduire  à  l'équation  ~-  =r/(jr,  j").  Donc  l'équation  (6) 


'IL 
se  réduit  à  ^  =y*(x,y).  Or, 75  *®  réduit  à  f(x,y) 

quand  on  remplace  c  par  sa  valeur  tirée  de  1  équation 
F  (x,  j^,  c)  =  o  (538)  ;  donc  on  doit  avoir 

£F 
de     de 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  {x,y,  c)  =  o. 
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Le  système  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 

suivants  : 

dF 


(I) 


de 
dx 

F(x,j,  c)=o, 

(H) 

1  de 

1  F{x,x,c)  =  o. 

dF 

(IV) 

(  dF 

F  (x,  ^,  c)  =  0, 

(  F(x,^,  c)  — O. 

Or,  le  premier  système  donne  e  =  une  constante,  et,  par 
suite,  on  retombe  sur  Tintëgrale  gënërale. 
Le  second  se  partage  en  deux  : 


(Ul) 


En  éliminant  c  entre  les  deux  équations  de  chacun  de  ces 

deux  derniers  systèmes,  on  obtiendra  les  solutions  sin- 

gulières  de  l'équation  proposée,  pourvu  qu'on  omette  les 

valeurs  de  c  qui  rendent  simultanément  nulles,  ou  infi- 

dF    dF 
nies,  les  deux  fonctions—?  — »  parce  que  la  première 

des  équations  (II)  se  présenterait  sous  la  forme  illusoire 

-  =  o,  ou  —  =  o  ;  il  faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui 

rentreraient  dans  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  c 
une  valeur  constante. 

Ainsi,  on  obtiendra  les  solutions  singulières  d*nnc 
équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 
la  constante  entre  V intégrale  générale  et  sa  dériuée  par 
rapport  à  la  constante,  égalée  à  zéro,  ou  bien  entr^  cette 
même  intégrale  et  sa  déiix^ée  par  rapport  à  y^  égalée  à 
C  infini, 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F(x, y,  o)  =  o,  l'application  des 
règles  précédentes  doit   toujours  conduire  aux  mèooLes 
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dF 

fie 
solutions.  En  efïei,  le  rapport  —  restera  toujoui's  le  même 

quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  Téquation  F  =  o, 
quoique  chacune  de  ces  dérivées  change  quand  on  trans- 
forme cette  équation.  Car  en  regardant  j^  comme  une 

fonction  de  c,  on  a 

d¥ 

de        dy 


valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 
lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F  (jc^fy  c)  =  o 

fera  perdre  des  solutions  à  1  équation  —  =  o,  elle  les  fera 

dV 

acquérir  à  Tautre  équation  —  =  x  . 


SOLDTIOIfS    SIHGULlfenES    DÉDUITES    DU    FACTEUR    QUI    REND 
IKTÉGRABLE    LE    PREMIER    MEMBRE    DE    l'ÉQUATIOM. 

54i .  Si  Ton  met  l'intégrale  sous  la  forme  n  —  c  =  o, 

on  aura 

d? 

de  I 

d?^^~~d^' 
djr  dy 

Ainsi,  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 
Téquation  —  =  o.  Mais  —  n'est  autre  que  le  facteur  f/ 

par  lecpiel  dy — f(oc^jr)dx  devient  une  différentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 

I 

--  =  o,     ou     p  =  ao 

contient  toutes  les  solutions  singulières. 
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EXEMPLES   DE   SOLUTIONS    SUICULlfeRES. 

542.  i^ 


xdx  -hX^X  zzzdx^x^-^x^ —  ^*' 
Divisons  par  yjx^  H-  7*  —  «*»  iï  vient 

j  xdx  -\- xdr  .  / 

dont  rintégraie.est 


7  -4-  c  =  ^x'  -t-  7"*  —  <>*> 
OU 

2CX  H-  c'  -f-  /i'  —  x*  =  o  ; 
ou  aura  donc 

d¥  dF 

-—  =  2r  4- 2C  =  O,      ou       ---r=:2C  =  00. 

Cette  dernière  équation  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illu- 
soire j^  =  00  .  La  première  donne  c  =  — jTy  et,  par  suite, 

x»-hj'  — rt'  =  o, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  Tintégrale  gêné» 
raie,  puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  i^  est  ,  on  voit  bien  que 

y'x*  -4-  X*  —  «' 

la  solution  singulière  correspond  à  i^  r=-  oo  • 

543.  2°  Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a  une 
longueur  constante» 

L'équation  différentielle  est 

d'où 

ydr 

dx  =     -  -Jl_-., 


■ 

l 
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et,  par  suite, 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières^ 
il  faut  poser 

de  x  —  e 

—  = p-  =  o;     doù     x=ze, 

et,  par  suite, 

(3)  r^=«». 

On  obtiendrait  encore  cette  solution  en  égalant  à  Tin- 
fini  le  facteur  -==  par  lequel  il  faut  multiplier  Té- 

qnalîon  proposée  pour  séparer  les  variables. 

11  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représentées 
par  l'équaiîon  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (2). 

544.  3**  Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante^  a,  de  V origine • 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque {Xyj)  de  la  courbe,  étant 

Téquation  différentielle  du  problème  sera 
ou 


=  a 


En  dififérentiant  par  rapport  à  x,  on  a 


o  =  ///?(  a>  H — - —  j 
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ëqualiou  qui  se  décompose  en  deux  cquatious  : 

ap  =  Oy     X  -\ — =  o. 

y/i-hp' 

La  première  donne  p  =zc^  d'où 

(2)  jr  =  cx -\- a^i -h  c^, 

La  seconde  donne 

(3)  .  =  --.ÎL^; 

y/t-hp' 

cette  valeur  étant  portée  dans  l'équation  (1),  il  en  résulte 

(4)  x=     " 


\/i-hp' 

élevanl  au  carre  et  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4))  on  a 

(5)  j:'H-j«=:fl'. 

La  solution  générale  [2)  représente  une  infinité  de 
droites,  et  la  solution  singulière  (5)  une  circonférence  à 
laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 

545.  4^ 

Les  variables  se  séparent  immédiatement,  et  Ton  trouve 
pour  rintégrale  générale 

(2)  (r— «)'""—  (i  — /i)(jr —  <:)==  0. 

Pour  obtenir  les  solutions  singulières,  on  posera 

= : —  =^  iy  —  a]»  =:o, 

^     (/  —  «)"" 

d'où  Ton  déduit,  en  supposant  /i>  o, 

(3)  r=û- 
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Cette  équation  représente  une  solution  singulière  si  n 
est<^  I,  car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  pas  déduire  jr  =  a 
de  l'intégrale  générale.  Si  n  est  >  i,  j^  =  rt  n'est  plus 
une  solution  singulière,  puisque  l'équation  intégrale  étant 
mise  sous  la  forme 


X  —  c 


on  obtient  y  ^=  n  en  faisant  c  =  oo  .  Enfin,  si  «  =  i, 
rintégrale  générale  est  y  —  a  =  ce',  qui  devient/  =  a 
pour  c  =  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  alors,  de  solution 
singulière. 

On  verra  facilement  que  l'hypothèse  fi  <^  o  ne  donne 
aucune  solution  singulière. 

546.  5**  Trou%^er  une  courbe  telle,  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  F  et  F' 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  &'. 

Prenons  pour  axes  la 
droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire élevée  au  milieu  de 
cette  ligne.  L'équation  de  la 
tangente  est 

et,  par  suite,  les  perpendicu- 
laires   abaissées    des    points 
donnés  sur  la  tangente  seront,  en  désignant  OF  par  c. 


Fi«    109. 


FH 


^jC 


F'H'= 


jr  —  pjr-^pc 


V^l    ^-p" 


on  aura  donc 


d'où 


i,2 -,  [LZLPfjlllZllf , 
1  -1-/7' 


Cr-/?x)^=  ^»H- (^»>H- c»)/>% 

et,  si  l'on  pose  i'  -f-  c*  =  a', 

(  l)  x  =  P^  -^  sfb^-^  a}p^i 


] 
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équation  d'une  forme  connue  (527).  En  la  différentiant, 
on  aura 

(2)  o  =  fip(x-h—^=L=\ 

ce  qui  donne  d'abord  dp  =  o,  d'où  p  =  constante  =  m. 
L'intégrale  générale  est  donc 

(3)  x=imx-+-  ^a^m^-hb'. 

On  satisfait  encore  à  Téquation  (a)  en  posant 


jr  H . 


=  0. 


En  éliminant  p  entre  les  équations  (1)  et  (4)»  on  aura  la 
solution  singulière 

(5)  ■  y 


équation  d*une  ellipse  qui  a  pour  tangentes  les  droites 
représentées  par  Tintégrale  générale. 

547.  6**  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  ia 
Fi-   ,,0,  tangente  TS  comprise  entre  les 

y  deux  axes  soit  égale  à  une  Ion'" 

gueur  constante  a. 

L'équation  de  la  tangente  est 

Y-^f  =  p{\^x), 
et  l'on  a 


TA     X  0T=:^:^ ^,        os 

p 

d'où,  à  cause  de  Ôt"  -hOS*  =  TS' , 
On  aura  donc 

(0 


=  r-p^2 


jr=ipx-\- 


ap 


puis,  en  différentiant, 


V^i-h//^ 


oz=,dp\x  -\- 


L    («+/>')'] 


N  • 
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D* abord  dp  ^=0  donne  p  =^c^  et,  par  suite, 

ne 


(2)  jr=rcx-4- 


s/' 


l'iiitégrale  générale  représente  donc  une  infini  téde  droites. 
La  solution  singulière  sera  donnée  par  l'équation 


—  a 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  Téquation  (1)9  on  aura 

ap  ap 

éliminant  p^  on  aura 

(3)  j:»-h7^  =  «*. 

Cette  courbe  est  Fépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
effet,  soient  M  le  point  de  la  circonférence  mobile  qui  était 
placé  primitivement  en  Â,  et  K  le  point  de  contact  actuel. 
On  sait  que  KM  est  la  normale  de  l'épicycloïde  au  point  M^ 
et,  par  suite,  que  MH  est  la  tangente.  Or,  l'angle  THK, 

qui,  dans  le  petit  cercle,  a  pour  mesure  -  arc  KM  ou  -  AK, 

aara  pour  mesure  a  AK  dans  le  grand  cercle.  Donc  l'angle 
THK  est  double  de  l'angle  AOK,  et  le  triangle  TOH  est 
isocèle.  On  a  donc  OH  ^  HT.  11  résulte  de  là  qu'on  a 
paiement  OH  =  HS;  et,  par  suite,  TS  =  2OH  =  OK. 
Ainsi,  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

OHE  SOLUTION    SIHCULlkmE    RETRéSBlITB    l'eNVELOPPE    OES 
COURBES    nORKÉES    PAR    l'inTÉGRALB    GÉNÉRALE. 

548.  On  a  dû  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traités  plus  haut  (5i2  et  suiv.),  la  solution  singulière 
était  Tenveloppe  des  lignes  représentées  par  l'intégrale 
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générale.  Nous  allons  démontrer  qull  doit  toujours  en 
élre  ainsi.  Soit 

l'intégrale  générale.  Elle  représente  une  suite  de  courbes 
dont  Tenveloppe  s'obtient  (I,  247)  en  éliminant  c  enlre 
cetle  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c.  Or,  c'est 
précisément  le  calcul  qui  fournit  la  solution  singulière. 
Le  théorème  est  donc  démontré 

Par  chaque  point  de  la  courbe  A  qui  représente  la 

solution  singulière  passe  l'une  des  lignes  B  comprises 

dy 
dans  l'intégrale  générale.  Or,  en  ce  point  -^  a  la  même 

valeur  pour  les  deux  courbes  A  et  B,  puisque  leurs  équa- 
tions satisfont  toutes  deux  à  l'équation  dififérentielle. 
Donc  on  peut  obtenir  l'équation  de  la  courbe  qui  repré- 
sente l'intégrale  singulière  en  écrivant  que,  pour  chacun 

de  ses  points^  l'équation  difrérenlielle  proposée  donne 

d'y 
deux  valeurs  égales  pour  ^^ 

EXERCICES. 

Solution  singulière  : 

j'  +  j:»  =  o, 

dr^  dy 

satisfont  h  réqualion  différentielle  X'^2'^'^^^'~y  ^  ^' 

Ces  intégrales  sont-elles  singulières ,  ou  particulières  ? 

Solution  :  La  première  est  une  solution  parliculière,  et  la  seconde 
une  solution  singulière. 

,  dy      ,  ,,  <fr* 

Solution  singulière  ;     j'  =  n-  x^ 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

a 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  quelconque.  —  Con- 
ditions que  doiyent  remplir  les  constantes  qui  entrent  dans  l'intégrale 
générale.  —  Intégrales  de  dirers  ordres  d'une  équation  différentielle.  — 

Intégration  de  l'équation  — — -  =  v. 


TCUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE  ADMET  UNE    INTÉGRALE. 

549.  Considérons  une  équation  dîfTérentielle  de  Tor- 
dre m  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  Tordre  le  plus 
élevé 

d'^y  _    (  dy   d^r  d^^y\ 

d"*  Y  d"* — *  Y 

Cette  équation  détermine  -^—  ou  d  ^  »  quand  on 

dY  £/*""*  Y 

connaît  les  valeurs  de  j^,  —  >  •  •  •  »  ^  pour  une  valeur 

de  X.  On  peut  donc  se  donner,  pour  x  ==  a,  des  valeurs 

arbitraires  h,V,V,...,  6("-«'  dej,  g,^,...,^!^. 

Maintenant,  si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  dx,  les 
accroissements  de^  et  de  ses  dérivées  seront 

dy=h' dx,    d^z^h**  dx,...,     d'-^^^=bi'^*)dx, 

cLx  dj^  ' 

d"^ — '  Y 

et  raccroissement  de  — — ^  sera  ensuite  donné  par  Téqua- 

lion  (i). 

On  déterminera  de  même  la  valeur  de  j^  et  de  ses  dé- 
rivées pour  X  =  a  -f-  idxy  x  =  a  -h  3  rfx, ....  Ainsi,  les 
valeurs  successives  de  y  sont  déterminées,  et,  par  con- 
séquent, y  dépend  de  x  et  des  m  constantes  i,  £',...» 

Stcim.  —  An.^  11.  G 
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850.  On  peut  encore  établir  l'existence  de  l'inté- 
grale, au  moyen  du  développement  de  y  en  série.  En 
différentiant  Téquation  (i),  on  obtiendra  successivement 

les  coefficients  différentiels -r—fr'    ,_^J.,  >  •  •  •  >  en  fonction 
de  or,  r,  -7-»  •  •  •»  -; — =7:  soit 


fm-^l 


daf*- 


.  /  dy  d—^y\ 


Mais  on  a  (I,  12S) 

1»  W  =  ?  («)  +  t'  (")  ('-")+  <  («)       ,^ 

Remplaçant  (y  (jr)  par  j-,  <f  (a)  par  6,<f'  (a)  par  A', . , . , 
on  aura  donc 


Vo-I 


(a) 


'^  ^  '  1.2  1.2. ..(/W  —  l) 

•^     ^  '  '  '   1.2.  .  ./» 

\  ./2\    1     ï      ï  >  /   1.2...  (///-+- 2) 

On  voit  encore  que  la  valeur  de  y  renferme  m  con- 
stantes arbitraires. 

En  faisant  a  =  o,  on  aurait  le  développement  de  Tin- 
tégrale  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  mais 
cette  valeur  pourrait  rendre  inGnie  la  fonction,  ou  quel- 
ques-unes de  ses  dérivées,  et  le  développement  devien- 
drait alors  impossible  sous  cette  forme.  11  vaut  donc 
mieux  conserver  la  série  (2)  sous  sa  forme  la  plus  géné- 
rale, en  choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  telle  sorte 
qu'aucune  des  fonctions  ne  soit  infinie  pour  x  =  a. 
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551 .  Rëciproquemeut,  toute  équation 

qui  satisfait  à  l' équation  différentielle  donnée,  et  quiren» 
ferme  m  constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il 
soit  possible  de  donner^  pour  x  =  a,  des  valeurs  arbi- 

iraires  i,  i', . .  . ,  6 ("*"*>  li  y^-^L, . . . ,  __ — ri,  est  identique 

à  Vintégrale  générale.  En  effet,  si  Ton  détermiue  ainsi 
les  constantes,  on  aura  encore  pour  y  le  développe- 
ment (a)  puisque,  Téquaiion  (3)  satisfaisant  à  Téqua- 

lion  (i),  les  valeurs  de  •^—-j  •;,  ^  •  •  •  ^  pour  a:  =  a,  ne 

dépendront  que  des  valeurs  é,  fc',  fc", . . . ,  fc^'"-*^ 

COSTOmONS  QUE  DOIT  REMPLIR  UNE  ÉQUATION  POUR 
ÊTRE  l'intégrale  D*UN£  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
DU    m''*"*    ORDRE. 

552.  Pour  qu'une  équation  renfermant  m  constantes 
joît  rintégrale  générale  d'une  équation  différenlielle  du 
tffim»  ordre,  il  faut  que  ces  constantes  soient  bien  dis- 
tinctes, c'est  â-dire  qu'elles  ne  puissent  se  réduire  à  un 
nombre  inférieur  à  m.  Par  exemple,  Téquation 

semble  contenir  deux  constantes  arbitraires,  mais  en  la 
mettant  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  n*en  renferme  qu'une  :  elle  ne  peut  donc 
pas  être  Tintégraie  générale  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurer  que  les  constantes  renfermées  dans  l'é- 
quation intégrale  sont  distinctes,  il  suffira  de  chercher  si 
elles  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  y  et 
tes  m —  1  premières  dérivées  aient  des  valeurs  données 

6. 
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quelconques  i,  fc', . . . ,  6^*""*^,  pour  une  valeur  donnée 
à  j:. 

553.  Par  exemple,  soit 
on  en  tire 

---  =  raéf"     H-ca  c^     ^ 
dx 

et  en  lésolvant  ces  deux  équations  par  rapporta  c  et  à  c% 
le  dénominateur  commun  des  inconnues  sera 

Donc,  si  a  est  différent  de  a',  les  valeurs  de  c  et  de  c\ 
correspondantes  à  des  valeurs  a^  £,  h\  attribuées  à  x,  j 

— >  seront  finies  et  déterminées,  et  dans  ce  cas  l'équa- 
tion (i)  sera  l'intégrale  générale  d*uue  équation  différen- 
tielle du  second  ordre.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  a=.af^ 
comme  on  Ta  vu  dans  l'exemple  précédent. 

55 i.  On  reconnaîtra  de  même  que 

X  =  csinax-f-  c'sina'x 

est  Tintégralo  générale  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre;  mais  l'équation 

(i)    jf  zn  csin  [x  H- a)  -f-c'sin(d:  4-  s! )  -hc^'sin  [x  -\-  a") 

ne  peut  pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  difTé- 
rcntielle  du  troisième  ordre,  car  on  a 

'  dy 

(2  )     -^  =  c  ces  (j?  -+-  a)  -t-  c'  cos  (x  -f-  or'  )  H-  c*  cos  [x  -f-  a"  ), 

dW 
(3)  — -=Y  =  —  csin(jr4-  a)  —  c'sin  {x  H-  a')  —  c"sin(x-t-  atf). 

Or,  il  résulte  des  équations  (1)  et  (3) 

(l'y  _ 

dx^  "~      ^' 
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Cl,  la  râleur  de j^  étant  déterminée,  on  ne  peut  pas  donner 
de  valeur  arbitraire  à  ^^-  On  voit  d^ailleurs  surl'équa- 
tion  même,  en  récrivant  sous  cette  forme 

X  =  (c  cosa  H-  c'  cosa'  4-  f"  cosa")  sinx 

4-  {c  sina  •+■  c'  sina'  4-  c"  sina")  cosx, 
ou 

j'  =  A  sînx  4-  B  cosj', 
qu'elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires  A  et  B. 

INTÉGRALES    DE   DIVERS   ORDRES    DVVT.   ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 

555.  Une  équation  différentielle  de  Tordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

(i)  F[x,  Xf  Cj  c\  c", .  . . ,  c("-0]  —  o. 

Puisque  les  constantes  c^d  ^. . ,  y  c^^-^)  n*  entrent  pasdai:s 
l'équation  différentielle,  celle-ci  ne  peut  se  déduire  de 
l'équation  F=:o  qu'en  la  différentiant  m  fois,  et  élimi- 
nant ces  m  constantes  entre  l'équation  (i)  et  les  m  équa- 
tions diflerenti  elles  ainsi  obtenues.  Or,  cette  élimination 
peut  se  faire  de  plusieurs  manières. 

Si  d'abord  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  diiTérentier  l'équation  F  =  o,  après  l'avoir  mise 
préalablement  sous  telle  forme  qu'on  voudra,  puis  on  éli- 
minera c  entre  l'équation  F  =o  et  sa  différentielle.  On 
peut,  en  particulier,  résoudre  l'équation  F  =  o  par  rap- 
port à  c,  soit  M  =  c,  puis  différentier  cette  dernière,  ce 
qui  fait  disparaître  la  constante.  En  éliminant  ainsi,  tour 
à  tour,  chacune  des  m  constantes  c,  c',. .  ..0^*""*^,  on 
obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre 
dont  chacune  contient  seulement  m  —  i  constantes.  Ces 
équations  sont  dites  des  intégrales  de  l'ordre  m  —  i . 

556.   Pour  éliminer  deux  constantes  c  et  c\  on  peut 
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difTérender  deux  fois  de  suite  Tëquation  F  =  o  :  on  a 
ainsi  trois  équations 

F=i:o,     rfF  =  o,     rf»F  =  o, 

entre  lesquelles  on  éliminera  c  et  c'.  On  peut  aussi  éli- 
miner c  entre  F  =  o  et  d¥  =  o,  puis  éliminer  c'  entre 
Téquation  ainsi  obtenue  et  sa  difTérentielle.  De  quelque 
manière  que  Ton  opère,  on  doit  arriver  à  la  même  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre-,  car  si  Ton  obtenait 
deux  équations  distinctes  du  second  ordre,  en  éliminant 

entre  elles  -j^y  on  aurait  une  équation  du  premier  ordre 
de  la  forme 

f  r«,  r,  ^>  c^,  c^ . . . ,  c(-  ')  J  =  o. 

En  différentiant  m — n  fois  cette   équation,  on    aurait 

dX  d'^'r 

m  —  I  équations  entre  x,  r,  -7-1  •    •  >  -- — ::7  et  m  —  acon- 

stantes,  c'est-à-dire  plus  d'équations  que  d'inconnues. 
On  ne  pourrait  donc  pas  se  donner  les  valeurs  de  j^, 
dy  d"~*  Y 

T!n  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes, 
on  aura  — équations  différentielles  du  second  ordre 

contenant  chacune  m  —  a  constantes,  et  qu'on  nomme 
intégrales  de  r ordre  m  —  a.  Trois  intégrales  de  cet  ordre 
peuvent  remplacer  l'intégrale  générale,  car  on  la  repro- 
duit en  éliminant  entre  elles  -7-  et  -r-» 

557.  On  pourra  de  même  éliminer  un  nombre  quel- 
conque de  constantes  et  parvenir  ainsi  à  des  intégrales  de 
Tordre  m — 3,  de  Tordre  m  —  4»  eic.  Si  Ton  élimine 
toutes  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  équations  dif* 
férentîellesde  Tordre  m —  i  qui  serontdiles  des  intégrales 
du  premier  ordre.  Si  entre  ces  m  équations  on  élimine  les 
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JÊy    d^  y  fi?*""'  Y 

—  I  dérivées  -f-»  -7^»  •  •  •  »  —, — =7»  on  retrou vora  Téqua- 


lion  primitive  F  =  0  entre  x^y^  c,  c',...,  c^""*^  11  suffira 
donc,  pour  intégrer  Téquation 

d^avoir  les  m  équations  intégrales  du  premier  ordre. 

5S8.  Les  intégrales  du  premier  ordre  permettent  de 

déterminer  les  constantes   c^  c', .  • . ,  c^"*~'^  en  fonction 

dr  d^^^  y 

àe  X,  J'y  -j-1  •  "  y  — — =Y'  En  les  résolvant  par  rapport 

aux  constantes  et  en  désignant,  pour  abréger,  les  dérivées 

dejy-  par^',  j^*', ..., j^^""*^,  on  aura  m  équations  de  la 

forme 

c  =  f  ['>r> r '» •  •  •  >  jrC^*)]  =  u; 

d'où 

du        du     ,        du      _  du       d'^r 

dje^  df^         df^  dy^'^-')  dx'- 

Mais 

^-7 


on  aura  donc 


=/[^,r,r',...,r^— '^l; 


,_,   //«       É^«     ,       du     „  ^  du 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  autrement  elle 
établirait  une  relation  entre x,^,j^',. .  .,/^'"~*^  et  Ton 
ne  pourrait  plus  se  donner  les  valeurs  de^,^',. .  .îJ^^"""*^ 
pour  or  =  a. 

Ainsi,  les  équations  du  premier  ordre  étant  mises  sous 
la  forme 

tontes  les  fonctions  u,  iii,...,   satisfont  â  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles. 
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^-r 


lATÉGRATION    DE    L  ÉQUATION  -j-^   =  V^ 


539.  Soît  propose  d'intégrer  Téqualion 
V  étant  une  fonction  de  x.  On  en  déduit 


^  =  I  </jr  I  P</a:  -J-  cj:  H-  <r , 

^•*""*       J       J 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  Ion  désigne  en  général  par 
I  ifàx*^  rintégrale  1  dx  j  dx.  . .  l  vdx  qui  résulte  de 
n  intégrations  successives  par  rapport  à  x,  on  aura 

5ft0.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  j^  peut  s^exprimer  à  Taide  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales simples.  En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 
successivement 

I  dx  I  piix  =  X  I  vdx  —  I  i*j  dx^ 

j  çdx^  z= Ix^  j  vdx—  7.x  j  vxdx  -*-  1  vx^dx\% 

j  vdx*  = (  J-'  I  tfdx  —  3  x'  /  vxdx 
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et  ainsi  de  suite;  d'où  Ton  conclut,  par  induction, 

/v(h^z=z riJ?""'*  \vdx — (n  —  i)j:"""'  \  vxdx 
^0)i                          I.2...(/l-l)L  J  ^  '  J 

Pour  établir  la  généralité  de  cette  formule,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  de 
Tordre  /i,  elle  conviendra  encore  à  une  intégrale  de 
l'ordre  n-\-i.  Or,  on  peut  mettre  l'équation  (3)  sous 
cette  forme 

I  pdx'^z I  /«:*-•  I  vdx  —  n[n  —  i)  x"~*  /  vxdx 


1.2 


Multipliant  les  deux  membres  par  dx^  et  intégrant  par 
parties^  il  vient 

/p^"-*"»  =  I  jr"  1  vdx  —  /ix"-"'  1  vxdx 
i.2.../ïL     J  J 

■""'  I  vx^dx  —  •  •  «dt  /îx  I  J'j:"""'  dx  1 


^ ix 

1.2 


Mail 


1.2.  .,/?!_  1.2  Jj 


«ir. 


I  —  iï  H —  -••iii/ï  =  (i  —  ii'dbinznzi; 

1.2  ^  ' 

donc 

/pdlr""*"'  = I  jr*  1  çdx  —  /?x*~'  1  cxc/x 
i.2.../îL     J  J 

"-'  /  vx^dx  4-  . . .  qz  1  f'x^'r/.r  L 
ce  qui  établit  la  généralité  de  la  formule  (3). 

561.  Enfin,  l'intégrale  multiple  l^^dx"  peut  s'expri- 


n  [n  —  I ) 
H '-  x"-' 

1.2 
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mer  par  une  seule  intégrale  simple.  En  effet,  donnons 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  régalîté  (3)  les  limites  a 
et  x;  posons  i'  =  f(x).  et,  dans  le  second  membre,  rem- 

p,  J.  X  p.,  .  1  le  ,^^f..  „o„.  .uro». 

X'-'<'"""=T:r::l;rr7,['"X'-^"''"-'°-''"'X''^"'* 

1     z'/[z)dz 1 


(;,-,)(;|,a) 


1.2 


OU  bien,  en  faisant  passer  les  facteurs  constants  sous  le 
signe  I  ,  et  remplaçant  la  somme  des  intégrales  par  une 
intégrale  unique, 

(4)    ^V(x)^.  =  — -i^^-^^£/W(x-.)^.^,. 

562.  Cette  dernière  formule  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  la  série  de  Taylor.  En  remplaçant y*(x) 
par  la  àêriyée /^"^^^  (x)^  el  n  par  n  -+- 1 ,  on  aura 

j     /('H-i)(ar)dLr"+«=:  î r  /(»+»(«)(jr  — «)»rfz. 

D'un  autre  c6té, 
C  fi^^'){x)dx-^^=f{x)  -f[a)—f'{a)[x-^a) 


-/^(.)(fz^ /-W^'-"^ 


1.2  I .  a . . .  /i  ^ 

donc 
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et,  si  Ton  pose  t  =  a  +  A?  et  z  =  a  -H  A(i  —  /), 

/(a-*-A)  =  /(a)-4-/'(a)A+/'(a)^-f-... 

^fkn){^a)'-^ ^-^ /    f{n+i)(^a-^h  —  th)t«dt. 


92 


couKs  d'analyse. 


QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  D'UN  ORDRE 

QUELœNQUE. 

Equations  de  la  forme /l  'T~^~i  î  "TlJ^  j  =o.  —  Equations  de  la  forme 

/( -y)  — -\  =  o.  —  ÉquatioDS  susceptibles  d^abaissemeot.  — 

\  dx^         dx    j 

Applications  géométriques.  —  Équations  homogènes. 


ÉQUATIONS    DE   L4    FORME  f\    _,_^__,  >  -y^  \  =  G. 


I  flm^X  y      flm y 


563.  Soit  d'abord  Téquation 

r»        -^  \dx) 


En  posant  -^  =  ^,  on  aura  ~-  =^J[p)  \  d'où 

Si  Ton  peut  tirer  de  cette  équation  p  en  fonction  de  or, 

on  aura 

p=zff(x),      ou      flrx  =  ^(x)f/x, 

et,  par  suite, 

(3)  y=  Cf^{x)dx-\-cf. 

Cette  équation  est  Tintégrale  générale,  car  elle  contient 
deux  constantes  arbitraires  c  et  c'* 

564.  Si  Ton  ne  peut  pas  tirer  de  Téquation  (a)  la  va- 
leur de  p  en  fonction  de  x,  on  aura 
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d'où 

on  éliminera  ensuite  p  entre  les  équations  (a)  et  (4). 

565.  Exemple.  Trouver  la  courbé  dont  le  rayon  de 
courbure  est  constant  et  égal  à  a. 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  ; 


(I) 


On  aura  donc 


dp 
dx 


a  dp 
dx  = î-ï5 


(!+;»') 


•      .  / 


ei,  en  intégrant, 

ap 


par  suite 


djr=zpdj:=: j» 


d'où 


(3)  j  =  --— =4-^'. 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (a)  et  (3),  on  aura 

(4)  {x-cY^[j-^c'y=a\ 

équation  d*un  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  l'équation  (a)  la  valeur  de  p  en 
fonction  de  jt^  on  a 

.r  —  c 
P  = 


V^rt'—  (.r  — c)> 
il  en  résulte 

[x  —  c]dx 
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d'où,  ea  intégrant, 
et  enfin 

{x  —  cY  4-  (r  —  cj  =  a\ 
566.  Plus  généralement,  si  Ton  a  Téquation 

ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

—"  =  /?,      d  où      ^  =. • 

r équation  proposée  se  réduit  à 


on  en  déduit  successivement  : 


^=Ap\     d^=^,     et     x=C 
dx      ^^P'  f(pf  J, 


dp    ^ 


Si  cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  rapport 
à  p,  on  aura 

d'^^Y 
pz=ff{x)       ou        ^-— ^=:ç(x), 

et  (559) 

y=  fif  {x)dxf^'^  ■+■  c'x«-»-|-  c"a-"->4- . . .  -h  iK»-0. 
Si  p  ne  peut  être  exprimé  en  fonction  de  x^  on  aura 

dJ^-^^' 

ou 
donc 


—       J  . 


<^—     J  Ap) 


^  d» 
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En  multipliant  par  dx  =  — r  et  intégrant  de  nouveau, 
on  aura 


^-  "^  j  f{p)  J  /(p) 


-hc'x-^c^^ 


et  ainsi  de  suite. 


ÉQUATIONS    DE    LA    FORME /(-; ^y  --Z.)  =0. 

867.  Soit  d'abord  g  =/0'). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  'kdy^  et  inté- 
grant, il  viendra 


(ê)'=^/^W'<^-^^' 


d'où  Ton  tire 

dx 


€ÎXZ=Z 


s/c  -+-  2f/(x)dx 
et  enGn 

S68.  Exemples. 


On  aura 


d^r 


(S)'"^'''(^'-^')  =  «> 


ndjcz= --- 


j  =  c  sin  («X  H-  c'),     ou  .  ^  =  A  sinnx  4-  Bcos/îx, 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


On  aura 


(gy-..(,-.^.,.)=o,  -^-=i=f 


^^»-*-c2 
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et,  en  intégrant. 


(i)  jr-hvV-*-^="   » 

d^atlleors  on  a  identiquement 

d'où 


(2)  -r-+-vV'-f-^  =  7 

On  tire  des  équations  (i)  et  (  a) 
I  I  c' 


569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équa- 
tions de  la  forme 


il  suffit  de  poser  ^^  =  f'î  il  «^^  résulte 

et,  par  conséquent, 


g  =  v'7TT/ï(^  =+(/»); 


ce  qui  donne 


(»)  '=/ï7:n -+-'■• 


Si  Ton  peul  résoudre  cette  dernière  équation  par  rap- 
port  à  p^  et  en  tirer  p  ou  ^^^^  =  9  (x),  rînlégrale  gé- 
nérale s'obtiendra  au  moyen  de  m  —  a  quadratures  qui 
introduiront  m  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Quand  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à  p^  on  opère  de  la  manière  suivante. 
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On  a  -; — ^  =  D,  d*où  résulte 


donc 

^■—3^        rpdp 


4-c^ 


djf*-*        J  ^(p) 

On  trouvera  de  même 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  donc  à  une  certaine  équation 

contenant  m  constantes  arbitraires.  L'élimination  de  p 
entre  les  équations  (2)  et  (3)  donnera  Tintégrale  générale. 

ÉQUATIONS    QUI    PEUVENT    s' ABAISSER    A    UN    ORDRE 

INFÉRIEUR. 

570.  Soit  Téquation  de  Tordre  m 

./       d'^y    d^-^'x  ^"XX 

^''''dJ^'dl^''"'  d^)=''' 

d^y 
En  posant  ^ —  =  p,  on  la  réduit  à 


dj^ 


f(x,P.  -Pi--»    -^^1=0. 


Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation  qui  n'est  que  de 
Tordre  m  —  71,  et  ensuite  la  résoudre  par  rapport  à  x,  ou 
à  p,  le  calcul  s^achèvera  comme  dans  le  cas  précédent. 

571.  Soit  Téquation 
qui  ne  contient  pas  x.  On  peut  en  abaisser  Tordre  d'une 

SiTtH.  —  An,^  II.  ^ 


—  =  7  .  *-»!. 


£       J 


c-  c~/  rj     " 


^--: / 


es  c^ 


ft  — I 


"-  J-  — — — —    =efc. 


S72L  Qaeîle  est  la  csymjie  d:  k:  le  rjn  cz  de  comrbmre 
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1 


e:^  appeîiDt^  le  proicii  constant  da  rsToa  de  conrbore 

par  ]  al/icUse  da  point  correspooduit  de  U  coorbe.  On 

ÔRiCi^t  àt  la 

— 1* 
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et,  en  intégrant, 


9 


d'où 

P  = 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(x'-f-  c)(lx 


■f: 


-htf. 


Cette  équation  représente  la  courbe  affectée  par  une 
lame  élastique,  quand  une  de  ses  extrémités  étant  fixée, 
Vautre  extrémité  supporte  un  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cette  raison,  le  nom  de  cow*be  élastique. 

573.  Plus  généralement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
être  une  fonction y*(a:)  de  Tabscisse,  on  aura  Téquation 


d^où  Ton  déduira 


dx 


=/(^), 


et,  en  intégrant. 


dp  fi.r 


c. 


Cette  équation,  étant  du  second  degré,  pourra  être  résolue 
par  rapport  à  p.  Soit  alors  p  =  ^  (x),  on  aura 


j^=  /  ç  (x)  ctr -*- i/, 


équation  de  la  courbe  cherchée,  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  c  et  c^ 

574.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  norviale  com- 
prise entre  la  courbe  et  Vaxe  des  x. 
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LVquation  différeDtielle  du  problème  est 

dx 

n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 
la  courbe  est  convexe  ou  concave  par  rapport  à  Taxe 
des  a:  (1,235). 

En  prenant  j^  pour  variable  indépendante  et  rempla- 

dp  pdp 

çant  -j-  par  —r-^  on  aura 

dy  __  np  dp 
On  tire  de  là 


ou 


II 


donc 


=\/(r- 


et  en  remplaçant  p  par  —  » 


dx 


Il  suffit  de  prendre  ce  radical  avec  le  signe  +9  car  le  signe 
—  conduirait  à  la  même  intégrale. 

Cette  équation  peut  s'intégrer,  d'après  la  théorie  des 
intégrales  binômes,  quand  n  est  un  nombre  entier,  pair 
ou  impair  (I,  353  et  354). 
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Examinons  les  cas  particuliers  de/i  =  ifci,fi=ifca. 
I®  71  =  —  I  :  Téquation  différentielle  (a)  devient 

et,  FintégratioL  donne 

Cette  équation  représente  tous  les  cercles  qui  ont  leur 

centre  sur  Taxe  des  or. 

a"  71  =  I  :  dans  ce  cas,  où  la  courbe  est  convexe  vers 

Taxe  des  x,  on  a 

,  cdr 

dx=z '-^r—\ 


•   .  ^ 


et,  en  intégrant 

x  =  c\{j  -^  v(r^  —  c^)  -*-  ^« 

Si  Ton  détermine  h  de  manière  que  pour  ^^  =  c  on  ait 
X  =  c',  il  faudra  que 

e'  :=ic\c  -f-  X-  ; 
d'où 


ce  ^   . 


ce  qui  revient  à 

Mais 
donc 

(?)  r-v5^^ 


c'  =  f  ff        *^ 


En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (a)  et  (|3), 
on  aura  pour  Téquation  de  la  courbe 
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Cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Par  conséquent 

le  cercle  et  la  chainette  sont  les  seules   courbes  dans 

Fig.  m .  lesquelles  le  rayon  de  courbure  soit  égal 

à  la  normale,  avec  cette  dilTérence  que 
ces  deux  lignes  coïncident  dans  le  cer- 
cle, tandis  qu'elles  sont  situées  de  part 
et  d'autre  du  point  de  contact  dans  la 
chainette. 
on  a  l'équation  différentielle 

elr 


dx-=. 


m^ 


ou     -f-  = 


Fig.  lia. 


Or,  cette  équation  représente  (I,  249)  une  cycloïde 

dont  la  base  est  sur  Taxe 
des  j:,  et  dont  le  rayon  du 

cercle  générateur  est  -•  On 

sait  eu  efîet  que,  dans  cette 
courbe,  le  rayon  de  cour- 
bure MK  est  double  de  la 


4°  /i  =  'i  :  il  vient 


dx  = 


normale  MN. 
\[idx 


d'où 


cette  équation  représente  toutes  les  paraboles  qui  ont 
Taxe  des  x  pour  directrice. 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

575.  On  peut  abaisser  d'une  unité  Tordre  d'une  équa- 
tion différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport 
a  j-  et  à  ses  dérivées  ;  soit 


(») 


{^fXy 


dx 


î  • 


dx^ 


)= 
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ntie  telle  équation,  et  soit  n  le  degré  de  l'homogénéité. 
On  pourra  mettre  l'équation  (i)  sous  cette  forme 

Faisons 


d'où 


du  \ 


En  substituant  ces  valeurs  dansTéquation  (a),  on  aura 
éridemment  une  équation  différentielle  de  Tordre  m  —  i. 


576.  Exemple. 


^'/  _^2  î^_Z.==o 


dx 


X  dx 


dy 


Posant  j^  =  «/"•'•',  et  substituant  les  valeurs  de  -r-  et  de 
d'y 


dx* 


trouvées  plus  haut,  on  aura 


du         ^        \  I 

—-  -h  tt*  H U :  =  O, 

dx  X  x^ 


ou 


T  ilu  "h  u  dr        «•  x'  —  I 


dx 


=  O. 


Posons  ux  =  s,  il  vient 

dz         «*  —  ï 
dx  X 

0U9  en  séparant  les  variables, 

dx         dz 
X        *'  —  1 


=  0 


=  0; 
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l'intëgradon  donne 

z  —  I  j:*  H-  r  jr'  -f-  c 


X*  =  C.        ZZ=  f         U  =■ 


z -h  I  «* — c  x(-c* — c) 

Il  s'ensuit 

/udx  =  I  — — €ir  =  \c' 9 
J  X  (x»  —  c)                          X 

d'où 

r  =  e^'"^  =  c' =  c'x . 

577.  On  traite  de  la  même  manière  toute  équation 

qui  est  homogène  par  rapport  aux  indices  des  différen- 
tielles, c'est-à-dire  dans  laquelle  la  somme  des  indices 
des  différentielles  dey  est  toujours  la  même*,  car  si  Ton 

dx 
pose  -j-  =p^  l'équation  deviendra  homogène  par  rapport 

,         dp     d^p  d"^^  p 

a  !?•  -^5        ,  •  •  •  »  — — 

'^^  dx    dy^  dx 


Exemple.  Soit 

An 

Cette  équation  revient  ^  p  -^  ^^f{j)  P^y  ®^ 

ax 

do 

équation  homogène  par  rapport  kp  ei  a -f-^  Si  l'on  fait 

p  =  <?/«''/,     d'où     -r-  =  ue^"'^, 

dx 

on  aura ,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  2  )  et 
supprimant  le  facteur  commun  6^"^^^ 
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donc 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

EXERaCES. 

\ .  Intégrer  Inéquation 

^dy^dx'\-y'^dj?'-yd}ydx      ^* 

ou  X  est  la  variable  indépendante. 

Solution  : 

X  =  c'-h  -  i/ao^  —  c*-f-  arc  ces  -  ""    • 
c  jr 

2.  Intégrer  l'équation 

dx^dy  -  xds^d'y  =  adxds  v/(rf*x)*+ (rf'j)'. 

£/!ai7j  laquelle  ds  =  ^  da?-^  Â^,  (ïf  j  es^  /?rwe  />ottr  variable  indé^ 
pendante. 

Solution:  ^= -c(x-|-/i)*H- c'. 

3.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
est  égal  à  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe, 

SoLunoN  :  L'équation  du  premier  exercice  où  l'on  mettrait  r  et  0 
à  la  place  de  y  et  de  x. 

4.  Intégrer  P équation 

SoLonoN  : 

F(r)  =  e^'W«-,    ,Cr)  =  v'a/F(/K/, 


=/ 


fijr) 


loG 
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^,lîfl. 


QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  UNÉAIRES  SANS  SEœND 

MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  Véquation  privée  de  second  membre.  — 
Équations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d'AIembert.  —  Autres 
méthodes. 


DÉFIIflTIOir. 


578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré,  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles.  " 

Leur  forme  générale  est 


(I) 


^^y      r\  ^"^"^y 


daf 


doT-' 


dx^-' 


-^'^S+"^=^' 


P,  Q, . . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 


PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES 

DE    SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  Téquaiion  privée  de 
second  membre 

(Il  )  -r^  ■+-  P  -t — ^  -t-  Q  -; — 4  -+- . .  .  -4-  T  -r-  -h  Uj  =  o. 


djT 


djf^' 


dx^^ 


dx 


Si  des  fonctions  particulières  y^Jt^'-^yn  satisfont  à. 
cette  équation^  la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  ia 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  Ci,  Ct, . . .,  c„,  j^  satisfera  également* 
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En  efîet ,  si  l'on  pose 


on  aura 


■7-  C|    -r-    -H  ff  j   ——    -t-  .  .  .  -h  r,  -j^  9 

ojr  dx  dx  dx 

d-y  _    d'r^  _^^  rf'r.  .        .  ^  ^V« 


i/"7  r/*j,  d'^y^  d'^y^ 

—, —  f  I  — ; -+-  Ci  — r-^  -f-  .  .  .  -f-  tf «  — -, • 

dx^  dx^  dx^  dx^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (II)  lui 
fait  prendre  la  forme 

Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypothèse, 
l'équation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n^appar- 
tient  qu'à  Téqualion  privée  de  second  membre. 

580.  11  suit  de  là  que  si  Von  connaît  m  solutions  par^^ 
liculières  de  Véqualion  (II),  on  aura  Vintégrale  géné- 
rale en  posant 

r  =  ^iji  -^-  ^ir»  -f- . . .  -f-  c^ym , 

pounni  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma- 

dv  rf'*"''  Y 

nière  à  donner  à  r,  -f-v»  -7 — —  des  valeurs  arbitraires 

^    dx  daf*-^ 

pour  une  valeur  quelconque  de  x  [u^  552). 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 
existait  une  relation  linéaire  entre  quelques-unes  des 
fonctionsj'i, j^„. .  .jj'^.  Par  exemple,  si  l'on  avait 

on  aurait 

r  =  (^1  -+-  «^ï)7i  -^  (^i  -♦-  ^Ci)j'i  -H  C474  4- . . .  -+-  c^ymy 


io8  COURS  d'analyse. 

et  cette  expression,  ne  renfermant  que  m  —  i  constantes 
arbitraires,  puisque  c,  -f-  acj  et  Ct  -h  bc^  ne  doivent  comp- 
ter que  pour  deux  constantes,  ne  peut  pas  être  riutëgrale 
générale  de  Téquation  (II). 

581 .  L^équation  linéaire  étant  homogène  par  rapport 
ky  el  k  ses  dérivées,  on  peut  en  abaisser  Tordre  d^une 
unité,  en  posant  y  =  e^^"**'  (575)  ;  mais  elle  cesse  d'être 
linéaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

,    £/"-•  « 

(III)        ■  ,_.   -4>  ..-4- («"4-  P«'»-'-+-Qll'^'4-.  .  .-hU)  =ro. 

Cette  équation  est  plus  compliquée  que  la  proposée, 
mais  elle  fait  découvrir  plus  facilement  certaines  inté- 
grales particulières.  Ainsi,  quand  une  valeur  u  =  r,  indé- 
pendante de  X,  annule  le  polynôme 

(i)  «"+?«— -hQa'"-*-f-...-MJ=/(tf), 

Téquation  (III)  est  satisfaite  par  u  =  r,  car  les  dérivées 

du    d^u  d'^Ui  „  *  iw 

—  1  -—1  •  •  •  >  — — :::^  sont  nulles  :  par  conséquent  1  équa- 
tion (II)  est  satisfaite  par  j^  =  ce^*"^'  =  ce". 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS. 

582.  Dans  le  cas  où  P,  Q,...,T,U  sont  des  constantes, 
réquationy*(u)  =  o  n^admet  que  des  racines  constantes 
Ti,  Ti,...,  r„.  En  les  supposant  toutes  différentes,  on 
aura  m  solutions  particulières  e*"»',  e*"»', . . . ,  e*""',  et  l'in- 
tégrale générale  sera 

(2)  jr  =  c,c^»'-h  r,^«*  -}-...  -4-  f«<?'«*. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  qu*on  peut 
déterminer  les  constantes  C|,  Ci, . . . ,  c^  de  manière  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  x^  par  exemple  x  =  o,  la 
fonction  ^  et  ses  m  —  i  premières  dérivées  aient  des  va- 
leurs arbitraires  i,  i',. . .,  b^^^^K  En  effet,  de  Téqua- 
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lion  (a)  on  tire 

Jy 

(3)  —  =  c,  r,  tf'i*  -4-  c,  r,  tf'**  -h , . .  -4-  f»  '"■  ^'"•, 


el,  par  conséquent,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équations 
(^)»  (3),  (4)>--'»on  aura 

f I  -•-  r,  -h  r,  -f- . . ,  -h  r»  =  A, 
^1  '*!  -+-  ^a  /"a  -h  f ,  Tj  -h  .  .  .  -H  f.r,,  =  A', 
(C)  /c.rlH-crî-f-fjrJ-h hr«rJl=:A", 


; 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  A,  A',  A '',..., 
jjfm^t)  et  I,  et  ajoutons-les  :  en  posant 

ifr  -4-  X-'  r  -f-  X-'V»  -f- . . .  -f  ^f"-'J  /*-*  -+-  /■-'  =  y  (r), 

on  aura 

^i^in)-hctff(r^)  4-.  ..-i-fi^f  (r^) 

=  ^b  4-  X'^'  -+.  r  ^"  +. .  .  _^.  ^(— .). 

On  éliminera  C|,  c^,. . . ,  c,„,  en  prenant  pour  (f  (r)  une 
fonction  telle,  que  f(rs)y  f  (r,),. .  .,cf  (/'„),  soient  nulles, 
mais  que  f  (rj)  soit  difTérente  de  zéro.  Ces  conditions 
seront  remplies  si  Ton  pose 

d'où 

et 

bC^')  -h ...  4-  X'^^''  -h  X' ^'  -<-  X^> 

c.  = • 

On  aurait  de  même  Cj,  Cs, . .    ,  c„..  Toutes  ces  constantes 


I  lo  corms  d  asaltse. 


ont  des  Taleors  finies  et  détermiDées,  poisqoe /'(rt), 
/'(r,),. .  .,y(r.)  nesontpasnoUes  (^). 

Si  Ton  donne  les  valeurs  &,&',...,  A*~S  de  jr  cl  de  ses 
dérÎTées  pour  x=  a,  «mi  remplacera,  dans  Tëquation  (a), 
X  par  (x —  a)  sans  changer  les  constantes,  car  Tinté- 
grale  (a)  peut  éridemment  s'écrire 

En  prenant  ensnîte  les  dénTées  el  faisant  x  =  a,  on  re- 
trooTera  les  mêmes  équations  (C)  ponr  déterminer  Ct, 

s  9  *  *  *  9   ^M* 


--^--«»r  =  o, 
r»— it»=o. 


»» 


jr  =  e^e^-^c. 


On  a 

don 

et 


CAS   nés    RACIHES    IMAGINAIIES   IBÉGALES. 

583.  Lorsque  Téquation 

/(r)  = /--h  Pr— •-+-...-<- Tr-f- U  =o 
a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

représente  encore  Tintégrale  générale,  maïs  elle  renferme 
des  imaginaires.  Pour  mettre  Tinlégrale  sous  une  forme 
réelle,  observons  que  les  racines  imaginaires  doivent  être 


(*)  On  poomiit  aaui  démontrer  ce  résultat  en  obterrant  qae  le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  des  ineonnues  c, ,  c,,  c,,. . .,  ca,  daas  )«• 
équations  (C),  esl  égal  au  produit  de  toutes  les  diOerences  des  quan* 
tités  Tf,  r,,  r,,. . . ,  prises  deux  à  deux,  produit  qui  n'est  pas  nul,  puUqae 
ancnna  de  ces  différences  n*est  nulle   (théorème  de  Vandermonde). 
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coDJugëes  deux  à  deux  si  P,  Q, . . . ,  T,  U  sont  des  quan- 
tités réelles.  Soient  donc 

r»  =  3t  -h  6  v^ —  I ,     r,  =  a  —  Z^ — i, 
on  aura 

=  ^"'[{c,  4-  r,)cos6x  H-  v^—  i  (r,  —  fa)sin6x], 
ou  bien 

c,  ^»'  -h  c,tf^«'  =  (AcosSx  -f-  Bsin6x)e*', 


en  posant  A  =  Cj  -+-  Ct,  B  =  (C|  —  c,)  ^ —  &  :  A  et  B  dé- 
signent des  constantes  arbitraires  que  Ton  peut  toujours 
supposer  réelles. 

On  peut  encore  écrire  la  somme  des  termes  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  conjuguées  sous  cette  forme 

c^"'sin(6:c-^c'). 
584.  Exemples. 


r=z±n  \J —  I, 
y  =  c,  tf"*/-"  -f-  Ci  er^yf-^  =  Acos/ix  -h  Bsin/ix. 

L'équation  en  r  est 

r*  —  r —  6  =  o  : 

OD  en  tire 

r,  =  2,     r,=  — i-hv^av'— I,     r ,  =  —  i  —  y^â  \/"^^, 

et  par  suite, 

j^=:c<?'*-hÉr-*[Aco5(ar\/2J  4-  Bsin(x\^)]. 

CAS    DES    RACIITES    ÉGALES.    —    MÉTHODE    DE     d'alEMBERT, 

585.  Lorsque  Téquation 
(i)  /*  +  ?/■-• -t-Qr"-*  H-..    4-T/--hU  =  o 


■ 

\ 


lia  COURS    D  ANALYSE. 

a  des  racines  égales,  les  termes  correspondants  à  ces  ra- 
cines dans  la  formule 

se  confondent  en  un  seul,  et  on  n'a  plus  Tintégrale  géné- 
rale, puisque  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est  in- 
férieur à  m.  On  peut  cependant  déduire  de  cette  même 
formule  l'intégrale  générale  en  considérant  d'abord  les 
racines  comme  ayant  une  différence  qu'on  rend  nulle 
après  avoir  fait  subir  à  l'expression  une  transformation 
convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  procédé  par  un  exemple  très- 

/dr 
—  =  Ix 

x"*dx  = h  C,  qui  devient  illusoire 

quand  m  =  —  i .  Posons  m  =  —  1  -4-  /i",  nous  aurons 

=  C-h— . 


C— 


Mais 

a:*  =  I  -h  /i  Ix  H { I  jr)»  -h 

1.2^      ' 

donc 


/: 


i;^=C4-^-Mx+_(lx).H.-^(lx).  +  . 


et,  en  représentant  v^  -H  j  par  c, 


/ 


j:'-^  1.2^      '  1.2.3^      ' 


Donc,  si  l'on  fait  A  =  o,  on  aura 

dx 


f 


=  \x  -h  c. 

X 


586.  Revenons  maintenant  aux  équations  linéaires  et 
supposons  /',  =  ri.  On  peut  altérer  infiniment  peu  les 
coefficients  de  l'équation  (II),  n°  579,  de  manière  ciue 
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réquation  (i)  /(«)  =  o  n'ail  plus  de  racines  égales.  Alors 
on  a  Tf  =  r,  H-  /i,  et 

j  =  Cl  ir'»»  -f-  C,  <r« '■*■*'  -f-  C3 <?"'-+-...  -h  r.  tf''"*, 
ou 

y  =  (C,  4-  Q>te^)  er^'  -f-  fa*?'''  4-.  .  .  4-  r.tf'm* 

=r  <^«*  |C,  H-  Cj  -4-  C,/m:  4-  C,  -^  J:»  4-.  .  .  ] 

4-  c^e**  -^-  .  .  .  4-  c^^«'i 

OU  bien,  en  posant 

C,  4-C,  =  c,     Cj/i  =  c', 
on  aura 

y^=zrf^^yc-^c'x-^c'h  — -  4-  c7i» 


\  1.2  1.2.3 

4-CjC'"«*4-. .  .4- f^e^-'; 

cette  valeur  de  y  satisfait  à  Téquation  diflerentielle  quel 
que  soit  h.  Donc,  en  faisant  A  =  o,  on  aura 

(3)  j=<?^''(c4-c'x)4-C,r''«'4-.  .  .  4- r„ f'^'"', 

expression  qui  renferme  m  constantes  arbitraires  dis- 
tinctes quand  /*],  Ts,  r4,...,  r^  sont  des  racines  diffé- 
rentes. 

Quand  trois  racines  sont  égales,  on  suppose  d'abord 
1  équation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seule- 
ment soient  égales,  ce  qui  donne  à  Tintégrale  la  forme 

y  =  c'»'(C  4-  01  x)  -4-  C3  e'«'4-  C4  e'^'4-  .  .  .  H-  C^*?''"'. 

Puis,  supposant  rj=  r,  4-  A,  on  aura 

7  —  er-A  C4-C5  4-(C'4-C3/0^4-  -i— x' 4-  -^  x'4-... 

L  1.2         1.2.3  j 

4-  r«  ^**  4- .  .  .  4-  r«  r^'»', 

C  /i' 
ou,  en  posant  C  4-  C,  ==  c,  C'4-  Cj  A  =  c',  -^^ —  =  c", 
*  1.2 

r  =  e^^'  le  -{-  c'x  -}-  c"x»4-  -r-  x«4-.  •  •  j  4-  c^er^*-\-. .  .j 

équation  qui  devient,  pour  h  =  o, 

^4}      7=^*'(c4-c'a:4-c"-c')  4- r«tf''**4- . .  .4-r.6'''"*. 

StCRM.    —    y/».,  IL  8 
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On  trouverait,  de  la  même  manière,  que  si  la  racine  /'t 
était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes  qui  s'y 
rapportent  par 

expression  qui  renferme  quatre  constantes  arbitraires. 

DEUXIÈME    MÉTHODE. 

587.  Lemme.  Il  et  i^  étant  des  fonctions  de  x,  si  Ton 
cherche  les  différentielles  successives  de  zii^,  on  arrive  par 
induction  à  la  formule 

d"{uif)  =z  ud'^v  -\-  ndud'^^V'\-  'LJLHjLl  d^ u  d"'^ p  -h  . . . 


n  rf"~*  u  do  ■+-  (fd"Uf 
ou  à  la  formule  symbolique 

en  remplaçant  dans  le  développement  du  second  membre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  difïeren- 
tiation,  et  en  admettant  que  d^u  =  u. 

Pour  faire  voir  que  cette  formule  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  Tindice  /?,  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  //  -h  i .  En  effet,  soit  Isdf'ud'^^^y 
un  terme  quelconque  du  développement  de  d'*u%^.  On 
aura 

dUiv^-y  kdPud'*-Pi>. 
De  là  on  tire 

r/*^'  uv  =  V  (  /  dP^Ut  d^'P  M  4-  A  dPti  d^'P-*-*  v)^ 

OU,  sous  une  forme  symbolique, 

d'^'uv=z\  kduPdv^-P[du-\'dv)z=L[dU'\' €iv)\  kduPd^^P^ 

Mais,  par  hypothèse, 

\  X- duPdi'^-P  =  ( dit^  dv)i'*)  ; 


kdfudiv 
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on  aura  donc 

d'^^U9=:  [du  +  dv)[du -\- dvY'')  =  [du -{- d9)('^') y 

ce  qa^il  fallait  démontrer.  On  démontrerait  de  la  même 
maDière  la  formule  plus  générale 

d*{uç.  ..t)=:  [du-^dv  -^^  .  .-+- €/«)(■). 

588.  Autrement.  Le  coefficient  A:  dans  l'équation 

(i)  rf-«i.=^, 

est  un  nombre  indépendant  de  la  nature  des  fonctions  u 
et  V,  Soit  alors  u  =  e*',  v'  =  e*',  on  aura 

d*uv  =  rf"e(«+*)*  =  fjC-^)*  [a  -h  bYdj*y 
et,  en  observant  que /?  -\-  t/  =  n^  Téquation  (i)  deviendra 

[a  -+■  bYda^=Skafb^djr^\ 
OU,  puisque  p  -h  q  z=zn^ 

Ainsi,  les  coefficients  de  d^ut^  ne  sont  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  n'*"^  puissance  d'un  binôme. 

589.  Revenons  à  l'équation 

Remplaçons^  par  ui^»  L'équation,  ordonnée  par  rapport 
à  la  fonction  u  et  à  ses  dérivées,  deviendra 

jd'p  d^'^p         ^  dr-^9  ^  dp         „  \ 

«•r*  r/jc*-'  dx*-*  dx  I 

^A  m^ 1  -f-    m  — I    P- ;  -h...-4-TH  :r 

-— |^m(«,-.)^^+(m-.)(«i-a)P^.^^+...  +  i.2.S.J-, 

-^        '         [m[m-i){m-2)...i.i.v\'-^=o. 


t.ii...m^     ^  '^  dx' 

8. 
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OU  bien 

(i)  V.m-V.  —  4-— ^-j-r  H 1 ^ 737=®' 

dx        1.2   a-c*  I   2 . 3 .  .  .  /n  rtr* 

en  posant 
_.        d^Q       ^d'^^Q       ^d^'-'^p  ^d» 

d"-*»  d'^-'^Q  //*-'p 

i/* — '  Q  d"^ — '  p 

\3==m(m  —  i) 4-(/yi  —  i)(/7î  —  2)P -♦-...-hi.2.Sp, 

dx'^~'^  dx''*~* 


Le  développement  (a)  est  analogue  à  celui  d'une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  remplace  x  par  x  H-  /i  ;  car  on 
voit  que  les  polynômes  Vo,  Vi,  V,,.  . .,  V,„  se  déduisent 
du  polynôme 

et  de  ses  dérivées,  en  remplaçant  f'*,  i^*"*, . . . ,  i',  f*  par 

d'^v    d^~*v  dv 

dx^    dx"*^^  dx 

590.  Maintenant,  si  Ion  pose  i^  =  e^',  et  que  l'on 
supprime  le  faetcur  commun  e^',  Téquation  (2)  prendra 
la  forme 

(3)     /(r)«-^/'(r)-+/'(r)-+...  +  -^=0. 

y(r)  désignant,  comme  plus  haut,  le  polynôme 

^  4-  P^—  -f-  Q/— ' 4- . . .  4-  Tr  4-  U. 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes: 
i"  Si  t\  est  racine  simple  dcTcquation 

/(r)=o. 
on  satisfera  à  Téquation  (3)  en  faisant 

Cl  désignant  une  constante^  d'oùj^=  c^e^*'. 

Doue,  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  aura  m  in- 
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tégrales  particulières  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire,  et  dont  la  somme  formera  l'intégrale  générale. 
2^  Si  Tj  est  une  racine  double,  y (r,), /'(rj)  seront 
nulles,  et  l'on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  posant 

d'où 

3°  Si  r,  est  racine  triple,  y (r,),  y (/*,), /"(r,)  seront 
nulles,  et  l'on  satisfera  à  l'équation  en  faisant 

d'où 

u  =  c  -{■■  ex  -\'  c"x', 

j^  =  c'»  '  (c -f- c' j: -h  c'^x' ) , 
et  ainsi  de  suite. 

TROISIÈME    MÉTHODE. 

391.  En  substituant  e^'  k  y  dans  le  premier  membre 
de  Téquation 

d^  Y  ^*"  '  Y  t^*~^  Y  dY 

on  a  identiquement 

Différentiant  par  rapport  à  r,  on  aura 

puis, 

—3 ^  P  —7-=: h . .  .  -+-  \3e'*2^ 

=  ^'|/'(r)  +  ax/'(r)4-x'/(r)], 
et  ainsi  de  suite. 
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L*ëquation  (i)  montre  que  Ton  satisfera  à  réqualion 
différentielle  (II)  en  posant  j^  =  <^»',  ri  étant  une  des 
racines  de  l'équation /(r)  =  o. 

Si  r,  est  racine  double,  on  a  f(ri)  =  o,  et  la  rela- 
tion (a)  montre  que  Ton  peut  prendre  j^  =  e^i' jc,  ce  qui 
avec  e**!'  fait  deux  solutions. 

Si  Ti  est  racine  triple,  outre  les  deux  solutions  dis- 
tinctes déjà  obtenues,  on  déduira  de  Téqualion  (3)  la  so- 
lution^ =  e^i'a',  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine  multiple  correspondra  un  nombre 
de  solutions  égal  à  son  degré  de  multiplicité.  En  multi- 
pliant toutes  CCS  solutions  par  des  constantes,  et  les  ajou- 
tant, on  aura  l'intégrale  générale. 

EXERCICES. 


^r*« 


Solution 


*=«— 1 


jr  =  Ce*-t-C'c-* 
e        **     Cx-  cos  (  x  sin  —  j  -h  Cj^  sm  f  x  sin  —  i  1 

2.  -~-  =  O. 

Solution  : 

jr  =  C-h  Cl  J:  -h  CjX'-f-.  .  .H-  Cn^tx»-». 

Solution  : 

jr  =  (cH-  C|  x)  cosa.r  -h  (r,  -h  cjJt)  sinsx. 
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QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  COMPLÈTE. 

Réduction  de  Véquation  oonipléte  à  l'équation  prÎTée  de  second  membre. 

—  Cet  où  les  coefBcienls  da  premier  membre  sont  constants.  —  Abais- 
senent  de  l'équation  linéaire  quand  on  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  Téquation  privée  de  second  membre.  —  Autre  méthode. 

—  Équations  linéaires  que  l'on  sait  intégrer.  —  Propriétés  de  Téqua- 
lion  du  second  ordre. 

HÉDVCTIOlf  DE  L*ÉQUAT10N  COMPLETE  A  l' ÉQUATION   PRIVÉE 

DE    SECOND    MEMBRE. 

592.  Soit 

Posons 
(i)  jr=  f    zday 

t/O 

z  étant  une  fonction' de  x  et  de  ce  telipmpm  r.Iinîsip.  que 

<   Jz  Jfi J-^z  -:  • — „  — ^^ 

^,  y- ï  -^-j)  •  •  •  ï  -yz:^  soient  nulles  pour  a  =  jr,  el  que 
Ton  ait  pour  cette  même  valeur 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  aura 


"Jo     '^^ 


—  =    I      -^  da  -i'  z,. 


z^  désignant  la  valeur  que  prend  z  lorsque  a  ■=  x\  mais, 
par  hypothèse,  cette  substitution  annule^*,  donc 

on  aura  ensuite 


A'7*-. 
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îs  f  --  j  =05  par  conséquent  réquation  précédente 


mais 

se  réduit  à 


on  trouve  de  la  même  manière  : 


dx^        ' 
o 


(4) 


daf 


=1   5i=^^«-*-FW- 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée  (I), 
on  a 


(5) 


et  il  suffit,  pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  que  Ton  ait 
, .  r/"  z  d'*~~^  z  dz 

Si,  outre  les  conditions  citées  plus  haut,  z  remplit  cette 

nouvelle  condition,  j^  =1    zda  sera  une  intégrale  par- 

Jo 

ticulière;  en  la  désignant  par  1/,  et  posant  j^  =  u  -+-  i', 
Téquation  (I)  deviendra 

Or,  la  première  partie  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle  par  hypothèse;  donc  l'équation  se  réduit  à 

,__.  d'^o        ^rf'n—'p  dv 

daf"  djf*-^  dx 

Et  si  Ton  peut  intégrer  généralement  cette  dernière  équa- 
tion, U-+-  1^  sera  l'intégrale  de  Téquation  proposée  (I), 


-h I-...-+-Up  =  o. 
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CAS   OU    Les    COEFFICIENTS    DE    l'ÉQUATION    (II)    SONT 

CONSTANTS. 

o93.  Quand  on  connaîtra  Tintégrale  générale  de  Téqua- 
lîon  (II),  en  y  remplaçant  x  par  x  —  a,  on  pourra  pro- 
fiter derindétermination  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
renferme  pour  remplir  les  conditions  indiquées  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Q,,..,T,  U 
sont  constants. 

En  effet,  r,,  r„  r,,...,  r„  étant  les  racines  de  l'équation 

(i)  /(r):=/«-4-P/— «4-...-4-Tr-f-U  =  0, 

on  pourra  écrire 

î  =  C,  ^«  ('-«5  +  c,  e^^ ('-«)  +  .  . .  -4_  C«  (?'•"('-«), 
et  pour  satisfaire  aux  conditions  dont  il  s'agit,  on  posera  : 
Cl  -4-  Ca  -f- . . .  -h  Cjw  =  o, 
C,  r,  4-  Cj  /•,  4- . . .  4-  C»,  r,,  =  o, 


C,  rf»-»  -f-  C,  r ?»->  -I- .  .  .  4-  C«  r«-»  =  o, 
C,  r,"»-'  -f-  C,  rj»-'  -f- .  .  .  H-  C«r^-«  =  F  («)• 
En  opérant  comme  au  n^  582,  on  trouvera 

^•^TT^'    ^'-"TW""    ''''■" /(^' 

et,  par  conséquent, 

On  aura  donc  i     ^Ja,  ou 

/•*  tf''.('-«)F  (a)  ^  f'  e^C^-")  F  (a)  ^ 

^  /•'e'''-(""«)F(a) 
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Mais  on  n'a  ainsi  qu'une  valeur  particulière  à  laquelle 
il  faut  ajouter  l'intégrale  de  l'équation 


djf*  djf*' 


dx 


laquelle  est 


vz^Cy  ef*'  -h  c,€^*'  H-  ...  -4-  c«,^„', 


T],  Ct , . . . ,  Cm  désignant  des  constantes  arbitraires.  Ajou- 
tons cette  valeur  au  second  membre  de  l'équation  (2)  et 
observons  que 


/•'^'•.('-«)F(a)r/a 

I      LJ u  c.  e^»* 

Jo  /'('■.) 


1  *       • 


peuls  écrire 


«'•.'[c,/'(r.)  -^  r^-^«F(«)rfa1 


/\n) 

OU, 

en  remplaçant  Cj 

/'(r,)parc,, 

tf'-i'    c 

-h  r  ^-'••«F 

(«) 

• 

il  en  résultera 

/'('•i) 

1 

r  = 


(3)  (     + !: Jo J 

'-' U. +   /"<?-'•-«  F  (a)  rf«l 

\    ^ 7^) 

Ainsi,  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  Timégrale 
de  l'équation  (I)  s'obtient  par  des  quadratures. 
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CAS   OU    L^ON    CONNAIT    UN    CERTAIN    NOMBRE    d' INTÉGRALES 
DE    l'équation    PRIYÉE    DU    SECOND    MEMBRE. 

594.  Si  l'on  connaîl  m    intégrales  particulières  j^i, 
ytt  -  •  -  >  .X"iï  ^^  Téqualion 

on  aura 

C|,  Cs, . . . ,  Cm  étant  des  constantes  arbitraires.  Or,  on 
peat  supposer  que  cette  valeur  de^  satisfasse  à  Téquation 

en  regardant  Cj,  Ct , . . . ,  C»,  non  plus  comme  des  con- 
stantes, mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui 
n'ayant  à  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  jr  satisfasse  à  Téquation  (I),  peuvent  être  liées 
entre  elles  par  m  —  i  relations  tout  à  fait  arbitraires.  On 
choisit  ces  relations  de  manière  que  la  détermination  des 
fonctions  C|,Ct,...»C„  n'exige  que  de  simples  qua- 
dratures. 
On  a 

dx  dx  dx  dx 

dCt  r/C,  dC 

dx  dx  dx 


'm 


Posons 

,  .  dCi   .         dCt  dCm 

Alors,  on  aura  simplement 

-r-  —  t.,  -3 h  Li f- .  .  .  4-  C«  -r—) 

€ix  dx  dx  dx 
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et  cette  expression  de—  est  la  même  que  dans  le  cas  où 

C,,  Ct9 .  • .  » CinSont  des  constantes. 
On  aura  de  même 

(Lr^  dx^  dr^  tùr^ 

en  posant 

^  dx   de         dx    dx'         '  *         dx    dx 


puis 


dx^  •    //-c»  '  r/x»  ^    dx' 

en  posant 

. ov       ^'r.  dC,      d^  dC,  d^y^ dC^  _ 

^"^^     dx^  ~di^  dx-  dx  ■^•••-^  dx^  ";zr"°- 

On  continuera  ainsi  à  former  les  dérivées  de  j^  jusqu'à 

p  inclusivement,  en  égalant  toujours  à  zéro  la  somme 

des  termes  qui  renferment  les  diâerentielles  de  C],Ctv  >-> 
€„•  Enfîn,  on  aura 

'   =  C,  -r^  4-  C,  --r^  +  . .  .  -f-  C"       "^ 


dx^  (Lxf^  dx*  daf^ 


dxf*^^    dx         e/x"-'    ^x  €/x*-«      rfar 

En  substituant  ces  valeurs  de  j',  —  5  •  •  •  »  -^ — »  Téqua- 
lion  (I)  devient 
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Or,  lespolynômesquimuliiplicnt  Ci,Cs,.-*9  Cm  sont  nuls 
par  hypothèse  :  rëqaation  précédente  se  réduit  donc  a 

[m)    — ; — ; h  — : — ; —  -t-  .  .  .  H — - —  =  V. 

r\  <•     •  j  /  •         d^i    dCi  dCm    1 

Un  a  ainsi ,  pour  déterminer  -— -  j  --—  5  •  •  •  >  — 7— >  les  m 
*  dx     £ix  dx 

équations  (1),  (a).. . .,  (m).  Supposons  que  leur  résolu- 
tion donne 

^C,  _  ^C,  _  dC^  __ 

il  en  résultera 

Cl  =  c,  -+-  I  X|  rfx,     Cj  =  Cj  -h  j  \idxy. , ,  j 

et,  par  suite, 

j-=  /c, -t-  /X,  rirj/,-1-  f^i-f-  /  XjrfxW,  H 

595.  Si  P,  Q,. . .,  T,  U  sont  des  constantes,  on  peut 
prendre  ji  =  e^",  j,  =  C»',...,  /„  =  e'-'^  r,,  /'t,...,  r^ 
étant  les  racines  de  Téquation 

/(/•)  r=  r"  -4-  Pr*-«  -+-  Qr"->  H-  . .  .  -+-  Tr  -h  U  =  0. 
Des  lors  les  équations  (1),  (sk),.  .  . .  (m)  deviennent 


dCt  dCi  dCm 

dx  dx  dx 


dCt  dCi  dC„ 

ax  dx  dx 


dCi  rfCa  dCm 

•  dx  dx  "*  ax 

Par  la  méthode  d^élimination  déjà  employée  (582, 593), 
on  aura 


rfC,  V 

dx         /\rS 


1^6  couKS  d'axalise. 

d'on 


C,= 


On  aurait  de  même  Ct,  Cj C««  et,  par  saite, 

ce  qnî  est,  au  fond,  la  formule  (3)  du  n®  593. 
596.  Exemple  : 

d'y 


iW 


—  if>r=V. 


Ici  wi  =  2,  Ti  =  H,  r,  =  —  u.  LMntégrale  générale  sera 
donc 

597.  Si  Ton  connaît  seulement  m  —  i  intégrales  par- 
ticulières de  Téquation  (II)  (n^594),  il  sera  possible  de 
ramener  Tiniégration  de  Téquation  (I)  à  celle  d'une 
équation  linéaire  et  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  simpliGer,  que  Ton  ait  à 
intégrer  Téquaiion  de  quatrième  ordre 

d^r  d^r  d*Y  dy 

et  que  Ton  connaisse  trois  intégrales^!,  j^s,  ^3  de  Téqua- 
lion  privée  du  second  membre 

d'Y       ^dW        ^d^Y        ^dy 

On  représentera  encore  l'intégrale  générale  de  Téqua* 
tion  (I)  par 

jr  =  Cj,  -h  c,r,  -f-  C,^s, 

Cl,  C|,  C|  étant  trois  fonctions  de  x  qui,  n'ayant  à  rem- 
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plir  qu'une  condition,  peuvent  être  assujetties  à  vérifier 
deux  relations  arbitraires. 

Si  nous  prenons  ces  relations  de  telle  sorte  que  les 

expressions  de  -f-  et  de  —-y  soient  les  mêmes  que  si  Ci, 

Cf  et  Ct  étaient  des  constantes,  nous  aurons 

-j-  =  L,  -7-    -hLi  -j-    -^  ^a  "J"  » 
ajc  dx  ax  dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (I),  et  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent  par  hypothèse,  nous 
aurons 

et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 

£/Ci  dQ^  dCi 

^  dx    dx         dx    dx         dr    dx 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  pour— *  et  -j^  des 
valeurs  de  la  forme 

^'  =  X   —       — *  =  x  — . 

dx  dx  dx  dx 

En  les  substituant  à  -~>  -r-*  dans  Téquation  (i),  on  ob- 


dx     dx 
C. 
dx 


/  c* 
tiendra  y  en  posant  — '  =  z,  une  équation  linéaire  de  la 
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forme 


on  aura  de  plus 


dz 


C,  =  c,  -h   /  zdr, 

C,  =  c,  -h  I  XiZdx,      C3  =  Ca  -h  i  Xs  zdx. 

La  valeur  de  z  contenant  déjà  une  constante  arbitraire, 
la  valeur  de  y  ou  Ci  ji  -h  Cjj^t  4-  Cajj  en  contiendra 
quatre.  Ce  sera  donc  l'intégrale  générale. 

598.  Si  Ton  ne  connaissait  que  m —  2  intégrales  par- 
ticulières de  Téquation  (II)  (59i),  on  serait  ramené  à 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
En  effet,  soient  y^  et  y^  les  intégrales  connues  de 
l'équation  (II)  (597)  supposée  du  quatrième  ordre,  et 
représentons  par 

l'intégrale  cherchée;  comme  on  ne  peut  établir  entre  C| 

et  Cj  qu'une  seule  relation  arbitraire,  exprimons  que  -^ 

a  la  même  forme  que  si  Ci  et  Ct  étaient  des  constantes. 

Les  fonctions  Ci  et  Ct  seront  déterminées  par  les  équa- 
tions 

G,  H, . . . ,  étant  des  fonctions  de  x.  De  la  première  on 
déduira  --— '  =  X,  -r-*  5  et  substituant  dans  la  seconde,  on 

ax  dx 

aura  une  é(]ualion  où  Ci  n^entrera  que  par  ses  dérivées 
-T— >  "^"T'  "TTT'  Alors,  en  posant  —  =  2,  cette  équation 

prendra  la  forme 

d^z         dz 
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Cette  dernière  ëquatioo  étant  intégrée,  on  aura 


•i  -f-  I  zdxy 


et  ensuite 


C,=:c,4-   h 


Comme  z  renferme  deux  constantes  arbitraires,  on  voit 
bien  que  Cj  j^i  4-  Cty%  en  contiendra  quatre. 

599.  En  général,  si  l'on  connaît  n  intégrales  dîs~ 
tinctes  de  V équation  linéaire  privée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  V équation  complète  à  une  équation 
linéaire  du  (m  —  n  j*'""  ordre. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  est  suffisam- 
ment indiquée  par  ce  qui  précède  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  particulier  où  Ton  ne 
connaît  qu'une  seule  intégrale  j^i  de  Tcquation  (II).  Nous 
poserons  alors 

r  =  c,r,, 

et,  en  exprimant  que  cette  valeur  de  y  est  une  solution 
de  Téquation  (I),  nous  aurons 

les  nouveaux  coefficients  P|,. . .,  Tj  se  formant  comme 
on  l'a  dit  n*^  589.  En  posant 

dC^ 

dje  ' 

I équation  (i)  se  réduit  à 

équation  différentielle  de  Tordre  m — i.  Ainsi,  Tordre d/e 
Téquation  proposée  sera  abaissé  d^une  unité.  L'équa- 
Stukm.  —  jin.,  IL  9 


i3o  cof»s  d'jlxâltse. 

tîon  (2j  étant  îni^Tée,  on  anra 


et^  par  snite, 


jrz=air,  -^r^  I  «rfr. 


La  Talear  de  u  contenant  (m — i)  constantes  arbitraires, 
celle  dey  en  contiendra  m;  ce  sera  donc  Fint^rale  gé- 
nérale. 

imB   MÉTHODE. 

600.  Le  cas  partjcalier  qne  nons  venons  d'examiner 
permet  de  démontrer  le  théorème  général  énoncé  pins 
hant  (599),  et  fournit  nne  autre  méthode  pour  abaisser 
Tordre  d^une  équation  linéaire.  En  effet,  appliquons  le 
même  procédé  à  Téquation 

(0  -7—::  -+-  Pi  :73;=r  -h . . .  -f-  t,  «  =  v. 


Soit  i/i  une  solution  particulière  de  l'équation 

i?==r^-P.  5?^ +••-+- T.«  =  o. 

En  faisant 

z  dépendra  d*nne  équation  linéaire  de  Tordre  m  —  a, 

et  Ton  aura 

u  =  bu^  -f-  «1  I  zdlr, 

et,  par  suite, 
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OU 

en  faisant 
La  fonction  désignée  ici  par j^^s  satisfait  a  Téquation 

car  si  Ton  suppose  V  nulle,  on  peut  prendre  z  =  o,  et 
par  conséquent  ^=  o,  ce  qui  réduit^  à  ajx  -f-  fyty  ex- 
pression donij's  est  une  valeur  particulière. 

Réciproquement, on  trouvera  une  fonction  telle  que  ii|, 
si  Ton  connaît  une  fonction^],  différente  de j^,,  qui  satis- 
fasse a  Téquation  (3).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 


dx 


dL 


Y 

puisque  n  =  -^  se  change  en  Uj  si  V  =  o,  et  qu'alors 

j'f  est  une  valeur  particulière  dejr. 

L'équation  en  z  étant  de  Tordre  m  —  a,  on  cherchera 
une  valeur  Zi  qui  satisfasse  à  Téquation 

(4)  ;z?=r-^P'Z?^+ ••-^S''  =  ''' 

et  Vou  aura 

a  =  «,  -4-  « 


/"^' 


en  faisant  t  .-=  — -1,  d'où 

dx 


^,  étant  encore  une  solution  particulière  de  Téquation  (3), 
cl  ainsi  de  suite* 

9- 
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On  pourra  donc  abaisser  Tordre  de  Téquation  (I) 
(594)  d'autant  d^unités  qu'on  connaîtra  de  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  (3),  et  Tintégrale  générale  de 
Téquation  (I)  sera  de  la  forme 

2  étant  une  solution  quelconque  de  Téquation  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière, 
puisque  la  solution  quelconques^  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  en  faisant  nulles  les  constantes  a,  £,...  /. 

OE    QUELQUES    CAS    OU    l'oN     PEUT     INTÉGRER    L*ÉQUAT10n 

LINÉAIRE    A    SECONO   MEMBRE. 

601 .  Si  dans  l'équation 

V 
P,  Q,...,  U,  V  sont  des  constantes,  on  fera  y  =  —-  4-  s» 

ei  on  aura 

dx^  i/jt"-'  dx 

équation  que  l'on  sait  intégrer. 

602.  Les  coeflicients  du  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (1)  étant  supposés  constants,  si  V  est  une  fonction 
entière  de  x, 

Ax"-f-Bx^'  -+-... -4- Gx  H- H, 
on  posera 

r  =:  ax"  -h  baf*-*  4- ,  .  .  -h  gx  4-  A  r=  «, 

et  Ton  déterminera  a,  i,...,  gr,  A,  en  exprimant  que  cette 
valeur  satisfait  à  réquation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
tégrale étant  ainsi  obtenue,  on  posera  j  =  u  -f-  ï',  et  t*  ne 
dépendra  que  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  con-  j 
ttants,  et  privée  de  second  membre. 


J 
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603.  Si 

V=:  Acos/ix-h  Bsiniix, 

A  et  B  étant  des  constantes,  ainsi  que  les  coefficients  du 
premier  membre  de  Téquation  (i),  on  fera 

y=a cos/ïjp -^  bûnnxy 
ce  qui  réduit  l'équation  (i)  à 
(«G  -h  6H)cosnx-+-  (aK-h  tL)sin/fx  =  kco&nx  +  BsiniiX9 

G,  H,  K,  L  étant  des  fonctions  de  n  et  des  coefficients  de 
Téquation.  Pour  que  Téquation  soit  satisfaite,  il  faudra 
qu'on  ait 

ce  qui  détermine  a  et  &,  à  moins  que  GL  —  HK  ne  soit 
nul.  L'intégrale  générale  sera 

y"=^a  C0S/2X  +  ô sin/wr  4-  « , 

z  étant  Tintégrale  générale  de  Téquation 

i-P-r^r-:  -+-..  .-+-T—  +Uz  =  o. 

£Uf  c/jc*^'  dx 

604.  La  méthode  précédente  est  en  défaut  lorsque 
GL  —  HK=  o.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  doit  avoir  une 
autre  forme  qu'on  trouve  par  un  artiBce  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Soit  l'équation 

d'y 
(I)  _H-r  =  cosx, 

on  ne  peut  y  satisfaire, en  posant 

jr  =:a  cosx  4-  b  sinx, 

car  on  trouverait 

—  a  cosx  —  b  sinx  ■+■  a  cosx  •+■  b  sinx  =  cosx, 
ou 

o  =:  COSX, 

équation  qu'il  est  impossible  de  rendre  identique. 


i34  COURS  d'analyse. 

Mais  si  Ton  prend  Téquatioa  plus  générale 

(a)  _.4.^  =  cos/ix, 

en  posant  j  =  a  cos/ix  +  h  sinnx,  on  a 


d*où 


I  — /ï» 


>     ^  =  o, 


ce  qui  donne  la  solution  particulière 

cos/ij: 


X  = 


1  —  71' 


D*ailleurs,  l'intégrale  générale  de  Téquation 

est  (584) 

y  ==.  Ccosx  -f-  Csin^; 

la  valeur  générale  de  j^  sera  donc 

cos/î.r       ^  ^.   . 

r  = -f-  C  cosj:  ■+■  C  sinx. 

I  — -  /i' 

Celte  valeur  deviendrait  illusoire  si  Ton  faisait  /i  =  i  ; 

mais  on  peut  écrire,  en  posant  C  =  C" ^y 

cosnx  —  cos.r  . 

r  = h  C^cosx  -h  C  sinx. 

I  —  /<* 

Faisant  /2  =  i,   le  premier  ternie  prend   la   forme  —9 

mais  sa  vraie  valeur  est  — ■ ;  donc  l'intégrale  générale 

de  l'équation  (1)  est 

xsînj?       _,  .  ^,^ 

r  = h  C  sin.r  4-  Lr  cos x. 

G05.  On  obtient  encore  la  valeur  dey  en  remplaçant  rê 
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par  I  —  hj  et  posant  ensuite  h  =  o,  après  avoir  fait  su- 
bir à  Tîntégrale  une  iransforoiation  convenable.  On  a 
d'abord 


ou  bien 


cos(«  —  hx)       ^  ^,  . 

jr=  — 7-r r-r h  C  COSX  -hCSIDUT, 

^  (2  —  A) 


En  développant  eu  séries  cosAo:  et  sin/zx,  il  vient 


/  =:  I   U  H p;^^ — I  COSX 


C'+- 


OU  bien ,  en  posant  C"  =  C  -f-  t-. 7-5 

'        *  /i  (2 — h) 


-[-îT^-J 


cosj: 


Si  maintenant  on  fait  /i  =  o,  on  retfouve  encore 

xsinx        _,  .  ^,. 

r  = h  C  smjc  -f  C  cosx. 

2 

606*  L'équation 

se  ramène  au  cas  précédent  (603)  quand  on  a 

V  =  A  cos/ix-H  B  siD no? -4- A' cos/i'x-+-  B'sin/i'jr-H. .., 

en  posant 

y  z=  acosnx  -H  ^sinnx  H-  a' cos /l'a?  h-  6' sin /l'a? -f- . . . 


*n  ^':ir»r«.  z*\r,7  z  \^t  -^  à-'"iT  £:i-^i*-  à  3i:i:;?  qœ  cette 
^i.»*^v*  :•»:  y  z.  i:i-  -.  *  It  ic^^i.^r  zi-t3:z?r'»  ;  iiQf  ce  cas, 
^a  M- 'ri  '.-*  ^i-iV-i'î*  f'fnj.ii^l-t  1  c>tll*^s  qui  oot  été 
v,'»*  .:  :.  1»»^^  liz^  j*^  r**  «iV-i  «e:  t'Ai 

0,7,  Oa  E*  m::  «r»?-  :rês-rare=:i«it  :cli?2Ter  une  éqna- 
"Tj'a  ..tÀA'.tK  *  ciiK^.'.iîti'i  iiniiZ«*at  Te  Ici  an  exemple  où 


P  ax^l 


P,  Q T.  U  éUDt  des  coostantes. 

Pov^rjf  r  =  ox —  /»  ":  snhslîtaons  celte  valeur  dans 
r«qoaûon  '  I  ',  et  supprimons  le  facteur  {ax  +  â)*"  corn- 
mon  â  tons  les  termes,  nous  aurons 

i  r' r — I    V — 2'»...'r — «t-s-i^fl* 

'    (        -^  Pr>  — i)..  .^r— flt  — a)fl— «  +  ...-1-11  =  o. 


Cette  éqtution,  étant  da  degré  m,  donnera,  en  général, 
m  iralenrs  constantes  et  inégales  poar  r^  en  les  désignant 
p^rrty  r,,...,  r.,  les  expressions  («x-f-ft)''»,  (or 4- fc)''«, . . . , 
(ax  +  h)''''  seront  des  solutions  particulières  de  Téqua- 
tion  (i),  d^où  Ton  déduira  Tintégrale  générale 

Toutefois,  la  forme  de  celte  int^rale  serait  modifiée  si 
quelques-unes  des  racines  étaient  égales  ou  imaginaires. 
Il  faudrait  alors  se  servir  de  procédés  analogues  à  ceux 
que  l'on  a  employés  aux  u°*  604  et  60o. 

Au  reste,  on  ramènerait  Téqualion  (i)  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  eu  posant  ax  +  6  = 


e». 
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PROPRIÉTÉS    DE   l' ÉQUATION    DU    SECOND    ORDRE. 

608.  Quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  yx 
de  l'équation 

les  procédés  des  n^'  597  à  600  permettent  de  rabaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  l'intégrer  complètement. 

On  peut  encore  opérer  de  la  manière  suivante. 

On  a,  par  hypothèse, 

* 

Eliminant  Q  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il  vient 
et,  en  posant 

dy        dfi  ,,  .         rf'r         '^'r»      '^^ 

Téquation  (3)  devient 

(4)  -^-hPii  =  o, 

d*oà,  en  intégrant, 
On  aura  donc 


ou 


^  r       Ce-S^^dx 
rf  — = : 5 


et  enfio) 

(6)  y  =  C'7. 4-  Cjr .  /  — - 


V 
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609.  L*équaiioii  (5)  fait  connaitre  plusieurs  propriétés 
de  Féquatiou 

La  constante  C  n'étant  pas  nulle,  en  général,  suppo- 
sons C  ^  o  :  on  aura 


par  conséquent,  la  fonction  j  et  sa  dérivée  —  ne  peuvent 
pas  être  nulles  en  même  temps. 

La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  jr^  et  --p* 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  jTt  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  ji  s'annule  pour 
X  =  rt  et  pour  x=  bj  on  a  dans  ces  deux  cas,  d'après 
l'inégalité  (7), 

Ainsi,  j^  et  -y-  sont  de  signes  contraires;  mais  quand  x 

croît  de  a  à  &,  -^  change  de  signe  pour  une  certaine  va- 
leur X  ==  a;  donc  y  doit  aussi  changer  de  signe  avant 
que  X  ne  devienne  égal  à  h.  Par  conséquent,  la  fonction  j^ 
s'évanouit  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  se 
trouve  une  valeur  qui  annule  y^^ 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  croître  x,  les  deux  fonc- 
tions y  et  yx  s'annuleront,  l'une  après  Tautre,  alterna- 
tivement. C'est  ce  qu'on  peut  vérifijer  sur  l'équation 

17?-^^  =  '»' 

qui  a  pour  intégrale 

r  =  Csinx  -+-  C'cosx. 
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EXERCICES. 


1. 

Solution  : 
2. 

Solution  : 


r  = 


rfV 


,-jr 


r  =  Ce'  -h  C'<?-'  —  -  xc'. 


a(i  -+-  x) 


•A  J     (l 


e»'^X 


j:)' 


Ce"  -h  Ce- 2'. 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

PAR  LES  SÉRIES. 

Déreloppement  par  la  série  de  Maclaurin.  —  Méthode  des  coeiBcieota 
Indétermioés.  —  Autre  forme  de  déTeloppeneut.  —  Intégration  d'une 
équation  différentielle  par  des  intégrales  définies. 


DÉVELOPPEMENT    PAR    LA    SÉRIE   DE    MACLAUBIN. 

610.  Étant  donnée  une  équation  entre  y  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  a:,  on  peut,  comme  on 
l*a  vu  (550),  développer  j^  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  —  a,  et  ce  développement 
contient  m  constantes  arbitraires,  qui  sont  les  valeurs 
de  y  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  a.  En 
faisant  a  =  o,  on  obtient  une  série  ordonnée  siiivant  les 
puissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  arriver  que 
certaines  dérivées  devenant  infinies  pour  x  =  o,  la  série 
soit  en  défaut^  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
venables à  d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  aibitraires. 
Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  représente  plus  Tintégrale  générale,  mais 
seulement  une  intégrale  particulière. 

En  voici  un  exemple-  Soit 

X  ----  4-  2  --  4-  n^xy  =  o. 
djc"  ax 

En  diflerentiant  cette  équation  plusieurs  fois,  on  aura 

àx*  dx^  dx 

d'y     /  d^y      ,   d^i        .  '(r 


X 


,  d^y  ,    d^y 

dr'        ^  dx^  dx^  dx 

d^y       ^d^y  d^y  ^      d^y 

dr*             dx*  dx}  dx^ 
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La  loi  de  formation  est  évidente.  Or,  si  dans  Tëquatton 
proposée  on  fait  x  =  o,  ^  =  i,  —  =  4',  il  en  résultera 

——  =  00  ,  à  moins  que  V  ne  soit  nul.  Il  faut  donc  faire 

-^  =  o  pour  X  =  o,  et  alors  les  équations  dérivées  sui- 
vantes donnent 

d^r  rOh        d^y  d\r       n*lf 


dz^              3  ' 

djc»          '       dx*           5    '        ' 

et,  par  conséquent, 

r       b(i         "''' 

n*r*                   \        ,  sîn /rjT 

1                                                           ■            a   •   ■     1    -~—    h 

^    ^y    s.^.3 

'1.2.3.4*5               /               nx 

ou,  en  faisant  -  =  c, 

n 

sin/i.r 
X  —  c-—- 

On  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière.  Pour 
avoir  Tiiitégrale  générale,  il  faut  poser 


^  Sîn  nx 


X 


C  désignant  une  fonction  de  x,  La  recherche  de  cette 

fonction  conduit  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre, 

d*où  Ton  déduit 

C  =  c'-h  c"cot/îx, 
et^  par  suite, 


X  = 


c'  sinnx  -\-  c"  cos/zj: 


On  serait  parvenu  tout  d'abord  à  ce  résultat  si  Ton  avait 
développé  y  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  j'  et  de  —  pour  x  =  a. 

MÉTHODE    DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

61  \ .  On  peut  encore  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  pour  développer  en  série  l'intégrale 
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d^one  équation  dîfTérejilielle.  On  obtient  sonrent  par  ce 
raojen  des  déreloppements  qui  renferment  des  puis- 
sances négatives  de  x,  ce  que  ne  pent  donner  la  série  de 
Maclanrin. 

Reprenons  ]*éqoatîon  difierentîelle  du  numéro  précé- 
dent, sous  la  forme 

,  »  d^Y       2  dy 

Supposons  que  Tînt^rale  soit 

ce,  6,  y, . . .  étant  des  nombres  croissants  :  on  aura 

%  =  a Ax«-'  -f-  6Bx^  -'  -f-  '/Cx^-'  -4- . .  ., 
dx 

^  =  a(a  —  i)  Ax«-' 4-6(6  —  i)  Bx^-^-+-. . ,, 

«X 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée 
donnera 

(  Aa(a4-i)x«-^-4-A/ï'x«4-B6(6-+-i)x^-^ 

(3)  ' 

(       H-B/2'x^4-  C7(7  4-i)x*/""*-+-C/i'x^4-..  .  =  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  que  les 
coeflGcients  des  diflerentes  puissances  de  x  soient  nuls 
séparément.  Or,  puisque  a,  6,  y. . .  sont  des  nombres 
croissants,  a  —  2  est  le  plus  petit  exposant  de  x  dans 
1  équation  (3).  Ou  doit  donc  avoir 

Aa(a  4-  i)  r=o, 

et,  comme  A  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  qu'on  ait 

a  =  o,     ou     a  =  —  I. 
Prenons  d'abord  a  =  —  i .  Les  deux  plus  petits  exposants 
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quî  viennent  ensuite  sont  a  et  6 —  a.  Ils  peuvent  étreëgaur 
ou  inégaux  :  s'ils  sont  inégaux,  le  terme  BS  (S-f-i)x^~^ 
ne  pouvant  se  réduire  avec. un  autre  devra  être  nul  de 
lui-même,  ce  qui  donnera  S  =  o  ou  6  =  —  r.  Mais  on 
ne  peut  supposer  6  =  —  i ,  puisqu'on  a  déjà  a  =  —  i ,  et 
que  a  est  supposé  moindre  que  S  :  donc  6  =  o.  Parmi  les 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petits  sont  a  et  y — a; 
nous  devons  les  supposer  égaux,  carie  terme  An^x^  doit 
se  réduire  avec  un  autre,  puisque  A  ne  peut  être  nul.  De 

là  résulte 

7  =  1,      A/i^-h  C7  (7  4- i)  =-- O. 

On  trouvera  de  même 

•  =  3,     C/i»4-  Et(«4-i)  =  o, 
et  ainsi  de  suite-,  il  en  faut  conclure 

i.a'  1.2.3 

An*  hn* 

1.2.3.4  1.2.3.4-5 

Par  conséquent, 

^  /  r         n*x  n*x*  \ 

jr=Al 1 5-^ 

\-r        1.2         I.  2.3.4  / 

^  /  n^x^  n*jr*  \ 

4-B     I 5-  H -— ), 

\         1.2.3        1.2.3.4-5  / 

ou 

A  cos/zx       Bsin/7jr 

^= 1 ? 

X  nx 

OU  bien,  en  posant  A  =  c,  -  =  {/, 

c  cos/ix  H-  d  sîn  n.r 

^= i^ 

6i2.  Si,  au  lieu  de  supposer  6  —  2  diflercnt  de  a,  on 


I 
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fait 

€  —  2  =  a  =  —  1,     d'où     6  =  1, 

le  terme  Cy  (y  -f-  i)x^'~^  ,  n^étant  pas  nul,  puisqu'on  a 
7>>6>i,  doit  être  détruit  par  Bn^x^,  On  a  donc 
y  —  a  =  S;  on  aura  de  même  d  —  2  =  y,  e  — 2  =  î,.... 
Par  conséquent, 

6  =  1,     7  =  3,     J  =  5, ..., 
il  s'ensuit 


1.2  1.2.3.4  I  .2. ..6  ^ 

ce  qui  donne 

\j:        1.2         1.2.3.4  /  X       ' 

mais  on  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière. 

L'hypothèse  a  =  o  conduit  aussi  à  une  intégrale  par- 
ticulière 

A'sin/7x 

y= 

nx 

En  ajoutant  ces  deux  intégrales  particulières,  on  re- 
trouve rintégrale  générale. 

Au  reste,  il  suffit  de  faire  xy  =  u  pour  ramener  Téqua- 
tion  (1)  à  la  suivante  : 

que  l'on  sait  intégrer. 

AUTRE    FORME    BE   DÉVELOPPEMEfiT. 

613.  L'équation  linéaire  du  second  ordre 
peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes. 
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En  effet,  -posons  jr=uz.  L'équation  proposée  deviendra 

,    ,       d^z      (    du       ^  \dz  /d*u       ^du       ^   \ 

Déterminons  u  par  la  condition 

(3)  2^-j_p„==0, 

d^où 

cette  valeur  étant  substituée  dans  Téquation  [a),  on  aura 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

6i4.  Désignons  par  A  et  B  les  valeurs  de  z  et  de  —9 

correspondant  à  une  valeur  arbitraire  x  =  a.  Nous  au- 
rons, en  intégrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  Xy  les  deux  membres  de  Téquation  (4)  : 


â=-X 


X 

Rzdx, 


'     dx  I     Rzdxi 
OU  bien,  en  posant  £=  A+  B(x  —  a), 

(5)  z  =  i^l    dxl     Kzdx. 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5),  on  rem- 
place z  par  la  valeur  que  donne  celte  même  équation, 
on  aura 

z  =  i  -{-  j    dx  l    Rtdx 

(6)  { 

-*-  /     ^x  f     Kdx  1^1    Rzdx, 

J  a  J  a  J  a         J  a 

SrvaM.  —  An,<t  II.  lO 
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et,  en  remplaçant  encore  z  par  la  valeur  (5), 

J^x  r*x  f%x  /*x  /*x  /%x 

dx  j     Ktdx  -^  I     dx  I     Kdx  1     £/.r  f     Ktdx 

(7)        \ 

J^x         nx  /%x  /%x  fx         r»x 

djr.  j     Kdx  I     dx  1     Kdx  j     ilx  1     Kzdx> 
a  Ja  J  a  J  a  %/  a  J  a 

615.  En  continuant  ainsi,  on  obtient  pour  la  valeur 
de  2,  une  suite  indéfinie 

J/»  *           r%X 
\     dx  I     VS.tdxA 
a          J  a 

dont  chaque  terme,  à  Texception  du  dernier,  se  déduit  du 

précédent  en  le  multipliant  par  Rcix*,  et  en  intégrant, 

par  rapport  à  x,  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Le 

dernier  terme  se  forme  d'après  une  loi  analogue,  mais  il 

contient  toujours  la  fonction  inconnue  2.  Cependant,  le 

développement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 

approchée  de  z^  si,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes 

augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 

arrive  quand  la  fonction  R  ne  devient  pas  infinie  dans 

Pintervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  x  croisse  d'une  ma- 

nière  continue  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  une  valeur 

quelconque  h.  Soient  M,  |x,  C  les  plus  grandes  valeurs  de 

R,  z^  tj  dans  Tintervalle  considéré.  On  aura,  en  valeurs 

absolues, 

R<M,     a<fi,     r<C; 

le  signe  <^  n'excluant  pas  Tégalité.  Si  Ton  trouve  pour  fx 
une  valeur  finie,  il  sera  démontré  que  z  ne  peut  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  a  et  b. 

Or,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cet  intervalle, 

R/<CM, 
donc 

/    R/r/x<  /    CMidXy 
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OU 


j   R/^<CM(x-fl), 


De  là  on  lire,  en  intégrant  successivement 


1.2 


f  dxf  Kdx  f'dx  rKtdxK-CW  ^^~^)\ 
*'«         «^a  Ja         Ja  I...4 


et  ainsi  de  suite. 
D'un  autre  côté,  on  a 

.  Rz<pM, 

dou 

/     ^:r  r  Rzd:r  <^M  ^•^""''^', 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  arrêtant  le  développement  de  z 

à  «  -(- 1  termes,  le  dernier  sera  moindre  que  «  M"  ^—^-21*'. 
_,       ,  1     r       1.2. ..a» 

U  après  ces  in^alitës,  on  déduit  de  l'équation  (8) 

'•a  1.2.3.4         •• 

1.2.  .  .2  (/l  — l) 

et,  à  fortiori^ 


CM—  -^ 1 u  ^M" , 

J  .2.  .  .2/1 


«  <  -  C[(r(*-)\/S  -H  ir-(*-.)^SJ  _|.  îi?r.('  r  ''l'" 


1.2..  .2/1 
10. 


l 
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car  on  a 

C+CMl^=^'+CM'^-î=^+...=icf*(«)v«+<r-("W5]. 

1.2  1.2.3.4  2  • 

Un  sait  que ou -^ — ^—  peut  devenir 

^        1.2... .2/1  1.2. ..2/1       *^ 

moindre  que  toute  quantité  donnée  e,  quand  n  est  suffi- 
samment grand .  Donc,  si  Ton  désigne  par  K  la  plus  grande 

valeur  de  -  C  [e('-«)v/S  -f-  c-(*-*)v/S]  ,  quand  x  varie  de 
a  k  by  valeur  qui  est  indépendante  de  n^  on  aura 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  &,  on  peut  remplacer  z  par  sa  plus 
grande  valeur  /ui,  et  Ton  aura 

fA<K-f-fM, 

d'où 

^    K 


I  —  s 


Ainsi,  n  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  conséquent, 

le  reste  de  la  série  (8).  qui  est  moindre  que  (xM"  — '• > 

tend  vers  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

616.  On  arrive  encore  à  la  formule  (8)  (615)  par  la 
méthode  suivante  ; 
Posons 

2  =  «,  4-  a,  +  U: 


«0,  u,.  Ut, . . . ,  étant  des  fonctions  de  x  que  nous  allons 


déterminer.  On  doit  avoir  -^-^  =  Rz  (613),  ou 


fl^fto         fPrti         rPfft  ^  «         . 

ûfx'         dlr'         dx^ 

Or,  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 
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En  supposant  que  l'on  ait  mo  =  A,  -7^  =  B  pour  x  =  a, 

dut     dUi  ,  , 

el  que  «t,  Uf,  • . . ,  --r-  »  --r-j  •  •  m  s  annulent  pour  x  -^  a, 

on  tire  des  équations  (i)  : 

«0  =  À  -h  B  (x  —  a)  =  r, 

«1=1     ££r  I     Rtdxp 

va  •/« 

1    dx  I     iidx  I    dx  j    Vitdxj 

a  va  •' a  %/  m 


On  démontrera  que  la  série 

2  =:  a,  -f-  «I  -f-  «1  -4-  - .  .  y 

est  convergente,  comme  on  Ta  fait  n^  615. 

On  traitera  de  la  môme  manière  l'équation  - —  =  Rjj, 

et  l'on  aura  une  série  dont  chaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  précédent  par  'Rdaf^y  et  intégrant  m  fois. 

617.  Comme  application  de  cette  méthode,  considé- 
rons Téquation  du  second  ordre 

(•)  ^•=«'^*' 

&  laquelle  se  réduit  Téquation  dite  de  Riccati 
en  posant 

z  dx 


I  dt 


Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  =  i ,  et  prenons 
tontes  les  int^rales  indiquées  au  numéro  précédent,  entre 
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les  limites  o  et  a:  :  nous  aurons 

Multipliant  par  x^dx^  et  intégrant  deux  fois  entre  les 
limites  o  et  or,  il  viendra 


u 


Nous  aurons  de  même  successivemeut 

'       (//i  -h  i)  {/w  -4-  2j  (-xm  -f-  3)  (2/w  -+-4) 

B:r*""»-* 

(/n-i-  2)  (//j  -+-  3)  \im  -h  4)  (a//i  -h  6) 

A-r*"""*^ 


«,= 


(/w4-iJi/w-+-2)(2//i4-3)  (2/M4-4)  (3/IH-5)  (3/» 4-6) 

Bx»"^^ 

(«i-h2)  (/M-f-3J  (2//j-+-4i  (2w-i-5)  (3/»n-6)  (3/ÎI-+-7) 

et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  z  sera 


< 


i-f-7 — ^ — r  + 


{m-f-l)(iW-+-2)  (/W  -f-l)(/»-i-2J(2/ll-f-3j(2/II-f-4) 


(/iH-i)(w4-2J(2/îi-H3)(2m-h4)(3m-h5J\3w-f- 

[ 


-f-B|a:4-: r: ;rr  H- 


(//!-+- 2)  (/7f -h 3)       (//i-l-2)(m-f-3)(2/yH-4;(aOT-l-5| 

(/iî-f-2)(/?j-|-3)(2/?i4-4)^2//i-h5;(3/?i-f-6)^3/w-+-7)       "\l 
Quand  m  =  o,  cette  formule  se  réduit  à 

«  =  A h  B =  AV  -t-  BV-*, 

2  2 

qui  est  bien  Tintégrale  de  Téquation 

g  =  .    (582). 
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INTÉGRATION    D^UNE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    A    l'AIOE 

d'intégrales  définies. 
618.  Soit  Téquation  différentielle  du  second  ordre 

m  et  h^  désignant  deux  constantes  :  admettons  que  son 
intégrale  puisse  être  développée  en  série  convergente 
procédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  po- 
sons 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 


Aa(«— i)Ix«~^H-B6(6  — i) 


mka\  -f-mB6 


-6— a 


-4-/nMf* 


xA*-^-f-... 


-T-  aA'Ax*  +  2A'Bx^4-...-h  2//>Lx^  4-  aA^Mx'*  +...==o. 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  identique,  il  faut 
d^abord  qu'on  ait 

a{(x  —  I  +  m)  =  o, 

c'est-à-dire 

a=o,     ou     a  =  i  —  wi. 

Si  Ton  prend  d'abord  a  =  o,  et  que  l'on  procède  comme 
il  a  été  indiqué  au  n^  611,  on  trouvera  la  série 

ri  =  A  I  I 1 T. . . .  I* 

L         I.l«-rij        I  .2.^m -4- 1;  ^m-1- i)  J 

Si  l'on  fait  a  =  1  —  m,  on  aura  par  le  même  procédé 

_     ^   .^r  h'x^ h^ 1 

X^  ■*       l"~  \.[Z  —  m)    •    1.2.(3  — mj^5  — m)       "  j' 

y^  ety%  sont  deux  intégrales  particulières  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Leur  somment  +}'f  sera 
donc  Fintégrale  générale. 
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619.  On  peut  remplacer  les  séries  ji  ely^  par  des  inté- 
grales définies.  En  effet,  entre  les  coefficients  L  et  M  de 
deux  ternies  consécutifs  de  la  série  j^i,  on  a  la  relation 

//'L  =  M/?(i  —  m  —  ip). 

Or,  on  déduit  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  intégrales  définies,  savoir  : 

cos'''  a  sio"~'  adaL=z 1     cos'/^*  a  sin"^*  a  da. 


Le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est,  à  un  facteur  con- 

M 
L 


staut  près,  égal  au  rapport  j-?  si  donc  on  pose 


cosVasin*^'arfa, 


M  r-t  A^    Pi 

Jo 

'    cosV~'a  sin*"'  ad  a, 
o 


on  aura 


RI         A«        2/?  —  I  A» 


J.        A^_,  ip  -\-  m  —  I       p\\  —  m  —  7.p) 
donc 

—  A» 

A»  ;;  ; —  A>.|. 

D'après  cette  formule,  et  comme  A^  n'est  autre  chose 
que  A,  on  aura 

1.2  I.2.i.4  1.2...  a/? 

par  conséquent, 

M»  =  A  -i^ —  I     cos^P  a  sin"-'  a  rfa 

''  1.2...2/>J 


et 


ri  =  >  A I     cosVasm^^'arfa, 

^       1 . 2 ...  2/;  J 
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OU  bien 

^    f  .  .  .    ^    /         2A>x2cos»flt        Ak*a:*cos*a  \ 

/,  =  A  /     sin*-'arfa    i h r-7 ...  )• 

Jo  \  ï-^  i.a.J.4  / 

Mais  l'expression  entre  parenthèses  égale  cos  {hx  ^cosa)  : 
on  a  donc  enGn 

Xi=  \  I    cos ( hx ^2 cosa ) sin"^* arfa. 
Jo 

La  seconde  série  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
TO  en  2  —  m  ;  donc 

cos{hx  ^1  cosa)  sin'""'"arfa. 

620.  La  valeur  de  j^i  devient  illusoire  quand  on  a  m=  o 
ou  m  <[  o.  En  effet,  si  m  =  o,  l'intégrale 

cos(Az  ^cosa)sin"^*arfa 
est  plus  grande  que 

k  désignant  une  quantité  finie  et  e  un  nombre  suflGsam- 
ment  petit,  mais  lui-même  fini.  Or,   /     —  =  oo.  Donc 

la  première  intégrale  est  infinie  quand  m  =  o,  et  à  plus 
forte  raison  quand  on  a  m  <;  o. 

De  même  la  seconde  intégrale  n'aura  une  valeur  finie 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  jt  -{-Jt  ne  représentera  l'intégrale  générale  que 
si  m  est  compris  entre  o  et  a.  En  dehors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  défaut,  mais 
l'autre  subsistera  et  servira  à  trouver  l'intégrale  générale 
par  le  procédé  du  n**  608. 


I 

i 
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621 .  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
I®  m  =  o.  L'équation  se  réduit  à 

Pour  déduire  son  intégrale  des  formules  précédentes,  ob- 
servons que  la  valeur  dej^t,  qui  est  encore  admissible,  se 
réduit  à 

j^a=A'x    I     cosf/io;  ^acosa)$iDacfa 
Jo 

=z~-  ^  l     cosijix^ cosa) d{hx  \/' a cosa) 

=  Csin(/ix  ^2). 
Au  moyen  de  cette  première  intégrale  on  trouvera 

f  =icsïn  [kx^)  -h  c'cos(/«:y^). 

a®  m  =r  2.  La  valeur  de  j^  est  illusoire,  mais  celle  de 

jTi  subsiste  et  donne  Csin  {hx  \J1l)  pour  intégrale  parti- 
culière. Ou  en  déduit  l'intégrale  générale 


csin(/jjr^2)-i-  cf  co^[hx^) 

m/ 


3°  //i  =  I .  Le  rapport  de  y^  à  y,  est  constant,  et  ces 
deux  intégrales  ne  sont  plus  distinctes.  Dans  ce  cas,  ou 
posera  m  =  1  +  A,  et  Ton  appliquera  le  procédé  de  d'A- 
lembert  (585). 

EXERCICES. 

SoLunopr  : 

[X*  x*  X*  1 

intégrale  i>articulière. 
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•  £/  +  Lî^4.v=o    ou    ^^-^^ 


S0L1]TI0N  : 


intégrale  particulière. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  Tariable  entre  deux  équations  diiïérentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
^  simultanées  du  premier  ordre. 


^1i  *  / 

I  /  ÉLIMIIfATIOlf    D  UNE    VARIABLE  ENTRE   DEUX    ÉQUATIONS 

'  I 

DIFFÉRENTIELLES. 


\ 


/ 


622.  Soient 

-  /  dy  d'^Y        dz  dPz\ 

I  I  J?«  Y*  *  •  •  •  1  — : — i  Z.  5  •  •  •■<  I  =0, 

\   '-^^  dx  daf       '  dx  dxP) 

(dy  d'^y         dz  d^z\ 

deux  équations  qui  renferment  deux  fonctions j-  et  z  d'une 
variable  indépendante  .r,  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres.  En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
une  équation  dilTérentielle  à  une  seule  fonction  r,  et  dont 
Tintégration  fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  diflTérentiera  n  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde;  on  aura  ainsi 
m  -h  /t  +  a  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 

d'éliminer,  par  les  moyens  ordinaires  de  Talgèbre,  les 

dy    d^y  d'-^y    . , ,      •    . 

m  -h  71  -h  I  inconnues j^,  — »  ^-7»  •  •  •  '    ,    ^  '  L  equaiioa 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  n-h  py  m-^-  q\  toutefois  cet  ordre  peut 
èire  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -h  «  -h  2  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x    et 
/'  fonctions^,  z^  zi, . . .  de  cette  variable,  on  éliminerait 
y  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donnerait  r —  i  équations 


l 
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entrer,  ii,....  On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  r  —  i 
équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  diflerentielle  ne  renfermant  plus  qu^une  sculr 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTÈMES  D'éQUATIOBrS   DU    PREMIER   ORDRE   ÉQDIVALEIfTS  A 
DUE  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

624.  Ou  peut  remplacer  une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  Tordre  le  plus  élevé.  Ainsi  Téquatiou 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 


it 


f 


dy  d'"r        dz  dPz\ 


(/(-,r,y,y',^)=o. 

625.  De  même  les  équations 

(  f  U  y, 

(3) 

„l  dr  d'y         Hz  dtz\ 

dans  lesquelles  nous  supposerons  m^  n^  q^  p,  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 

/  dr         ,      dr'         ,,  drC^-^) 


(4) 


dz  ,       dz'         ,.  dz'i-')  ,     ., 

-  =  ,',      ^=z'.....      -^^  =»<»-".. 

/  dv^"*'^^  \ 
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En  général,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d*é- 
qualions  différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fonctions  de  cette  variable,  si  l'on  re- 
présente les  dérivées,  k  l'exception  de  celles  dont  Tordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  du  premier  ordre  qui  sera  équiva- 
lent aux  équations  proposées. 

THÉORÈMES    SUR  LES  INTÉGRALES    DES   ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES    DU    PREMIER   ORDRE. 

626.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  trois 

équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre 

entre  une  variable  indépendante  x  et  trois  fonctions  /, 

z,  u  de  cette  variable.  On  pourra,  en  général,  résoudre 

/         .  ^.  ,    ,      dr    dz     du       , 

ces  équations  par  rapport  aux  dérivées  -^»  —9  —  et  les 

remplacer  par  des  équations  de  la  forme 


dx 

Q 

dz 
dx 

R 

dVL 

dx'^ 

V 

p* 

dx 

p  "" 

dy 
■  Q 

__dz 

du 

ou 

(0 

p,  Q,  R,  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  problème 
proposé  revient  donc  à  établir  entre  les  variables  a:,jr, 
Zy  u  des  relations  telles,  que  les  différentielles  de  ces 
variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions  P,  Q, 
R,V. 

Je  dis  maintenant  que  les  relations  cherchées  doivent 
contenir  trois  constantes  arbitraires.  En  effet,  les  équa- 
tions (1)  déterminent  seulement  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  j^,  z,  u  pour  un  accroissement 
infiniment  petit  de  x.  On  peut  donc  prendre  à  volonté 
les  valeurs  de  ^,  z,  et  u  pour  x=a.  En  raisonnant 
comme  on  Ta  fait  dans  le  cas  d*une  seule  équation  diffé- 
rentielle (549),  on  voit  que j^,  jb  et  u  sont  des  fonctions 
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déterminées  de  ar,  dépendant  nécessairement  de  leurs 
valeurs  initiales,  qui  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Les 
équations  intégrales  doivent  donc  contenir  trois  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  peuvent  d'ailleurs  être  rem- 
placées par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relations  arbi- 
traires, pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  nouvelles 
constantes  de  manière  que  jr^  z  et  u  aient  des  valeurs 
données  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x. 

627.  On  arrive  à  la  même  conclusion  par  la  série  de 
Taylor.  En  effet,  si  l'on  représente  par  y^y  (^  )  '  c^^., 
les  valeurs  de  jr  et  de  ses  dérivées  pour  x  =  a,  on  aura 

Ensuite,  des  équations 

dj  __q       ^  _  5.       ^«  _  V 

Âte~p'    ^""p'    5i"~p' 

on  peut  déduire  — —  en  fonction  de  x,  j^,  z,  u]  par  consé- 

qnent  (  -~  \  dépendra  des  valeurs  arbitraires  attribuées 

à  jr,  z,  u  pour  X  =^a.  Donc  le  développement  de  / 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les  valeurs  de  z 
et  de  u  dépendront  aussi  des  mêmes  constantes. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  évidem- 
ment à  un  nombre  quelconque  d'équations.  Par  con- 
séquent m  équations  du  premier  ordre  entre  m  h-  i 
variables,  et  qui  peu%^ent  être  mises  sous  la  forme  (i), 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  doivent  être  telles,  que  Ton 
puisse  donner  à  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  (m  -f-  i)***^ 
variable. 

628.  On  a  supposé  que  les  équations  proposées  pou- 
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vaient  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées  ;7->  ^>  ^' 

Dans  certains  cas  particuliers  cette  résolution  est  impos- 
sible. Par  exemple,  si  Ton  avait 

dr       dz 

(0 


dx        dx  ' 


dr  dz 

— ^  -f-x  — 
dx  dx 


^  Tl  ~*"^jZ"^^  —  jr'irzo, 


en  cherchant  à  éliminer  Tune  des  dérivées,  on  trouverait 
Téqualion 

(a)  /  — 2JC'=:0. 

Cette  équation  peut  remplacer  Tune  des  deux  proposées. 
En  portant  la  valeur  de  j  qu'elle  fournit  dans  la  pre- 
mière des  équations  (i),  on  aura 

dz       ^ 

- — h5x  =  o, 

dx 

d'où  Ton  déduit 


2 


Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  pro- 
posé par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  le  problème  se 
simplifie,  parce  qu'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le  sys- 
tème n'a  pu  fournir  les  valeurs.  Mais,  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions. 

IMTÉGRATIOir     DES    ÉQUATIONS     SIMULTANÉES     DU     PREKiEU 

ORDRE. 

629.  Soit 

.  .  dx       diL        dz        du 

^  '  T        Q         R         V 

un  système  d'équations  simultanées.  Nous  avons  vu  qu'ail 
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existe  trois  équations  int^rales, 

IFi  (jr,:r,  »,  «,  c,  c',  c")=o, 
Fi(x,j,  z,  tt,  c,  c\  c*')  =o, 
F»(a-,r,  «,  1/,  f,  r',  c^)  ==o, 

c,  c\  c"  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations, 
résolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  être  rem- 
placées par  le  système 

(3)  «=ir,     e=c',     7  =  c"; 

ce,  6,  y  désignant  trois  fonctions  de  x,  j^,  2  et  li,  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  X,  j^,  z,  Il  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes  les  va- 
riables. 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  être,  à  la  fois,  identiquement  nulles,  car  les 
équations  (i)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et 
prenons  x  pour  variable  indépendante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  même  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
équations  (3).  En  effet,  Téquation  P  =  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
à  volonté  des  valeurs  de  j^,  z,  u  pour  une  valeur  quel- 
conque de  X. 

Supposons  donc  P  différent  de  o.  En  différentiant 
l'équation  a  =  c,  on  a 

,  ,^  doL   _  dx    _  doL    ,         dy.    , 

(4)  -y-dx  -¥  -rdr  -^  -y  dz-^r  -j-du,z=,o. 

^^'  dx  dy  dz  du 

Mais  a  =  c  étant  une  intégrale  des  équations  (i),  les 
différentielles  dx^  djy  dz,  du  doivent  être  proportion- 
nelles à  P,  Q,  R,  V  ;  on  aura  donc 

,^,  ^da       ^da       ^  da       ,_  dx 

Stcbm.  —  jin,f  IL  II 


^ 
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Cette  équation  doit  être  identique  ;  autrement  elle  éta- 
blirait une  relation  entre  les  variables  x^jr^  z  et  u,  et  Ton 
ne  pourrait  pas  donner  des  valeurs  arbitraires  à  j-,  z,  u 
pour  une  valeur  particulière  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  équations  identiques 

^doL        ^  dx       ^  doL       ,,  doL 

dx  ajr  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  troui^e  une  fonction  0 
des  "variables  x,/,  z,  i/,  sans  constante  arbitraire,  telle, 
que  Von  ait  identiquement 

Inéquation 

B  =  e 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 

dx dy dz  du 

En  effet,  on  a 

dB  —  dvf—-^-—^       ——      ——\^ 
'    \dx       djr  dx       dz  dx       du  dxj  ' 

doncjr,  z  et  u  étant  des  fonctions  de  x  telles,  que  Ton  ait 


dy       Q 
rfx=p' 

dz        R 
dx        P' 

du        V 
rfx""  P' 

on  aura 

mais  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est    nulle 
par  hypothèse,  donc 

rfO  =  o,    ou    0  =  c. 

I 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  trouve  trois  fonctions  a,  S^  y  qui 
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sobstituëes  à  0  satisfassent  identiquement  à  Féquation  (i), 
les  équations 

(3)  «  =  c,     e  =  c/,     7  =  c^ 
seront  les  intégrales  des  équations  {^). 

631 .  Des  int^rales  (  3  )  peuvent  se  déduire  une  inanité 
d^autres  intégrales,  car  Xjj-,  Zy  u  variant  de  manière  que 
les  fonctions  <x ,  6 ,  y  conservent  une  valeur  constante, 
tonte  fonction  de  la  forme  cp  (a,  6,  y)  conservera  aussi 
une  valeur  constante. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  l'équation 

(4)  ?(«»€»  7)=^ 
est  une  intégrale  des  équations  (a).  En  effet,  on  a 

d^        df  dat.        d^  dZ        c/<p  df 
dx       dadx       d^  dx       df  dx 

df       d^  da        df  dt       d^  dy 
djr       da  dy        d%  dj        dy  dy 

d^       df  da    ,    df  dt       df  dy 
dz        da  dz        d^  dz        dy  dz 

df       df  da        df  d€        df  dy 
du       da  du        d^  du        dy  du 

Si  l*on  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
P,  Q,  R,  y,  et  qu^on  les  ajoute,  le  second  membre  sera 
oui  en  vertu  des  équations  (6)  du  n^  629.  On  aura  donc 

-.  d9       ^  dfù       ^  dm       „  c/<p 

c'est-à-dire  que  (f  mis  à  la  place  de  9  satisfait  à  Téqua- 
tion  (i).  Donc  cp  =  c  est  bien  une  intégrale  des  équations 
proposées. 

632.   On  peut  même  démontrer  que  toute  fonction  B 
de  Xfj^y  ^9  tt  qui  satisfait  à  V équation 

11. 


(5) 


i64  COURS  d'analyse. 

doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a,  6,  y.  En  effet,  soit 

(2)  ô=:si(a:,jr,z,«); 

posons 

(3)  a=/(x,7,2,«),      6=/,(x,^,«,tf),      7=/,(x,jr,«,tt); 

on  peut  tirer  de  là  les  valeurs  de  jr^  z,  u  en  fonction  de  a, 
6,  y  et  x;  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  0,  on  aura 

(4)  Ô=«f(a|6,7,*). 

> 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  eicplicitement  dans 
cette  équation .  En  effet,  en  mettant  cette  valeur  de  0  dans 
Téquation  (i),  on  aura 

^  /  dn  da        dit  d^        dir  d'if        dir\ 
p( j 1 L_j ) 

\da  dx        d^  dx        dy  dx        dx) 

(die  dot        dis  dË        dit  dy\ 
'^^[did^'^dïlî^'^d^d^) 

_    /dir  dcL        dit  </6        dit  dy\ 
\dx  dz        d^  dz        dy  dz  ] 

/ dit  doL        dit  </6        dit  dy\  

\doL  du,        dQ  du        dy  du) 

Mais  les  fonctions  a^  è,  y  satisfaisant  à  l'équation  (t), 
Téquation  (5)  se  réduit  à 


(5) 


_  dit 


d'où 

dit 


^=°' 


puisque  P  ne  peut  être  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  variables.  Ainsi,  la  fonction  tt  ne  contient 
pas  X  explicitement,  et  se  réduit  à  une  fonction  de   ce. 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 

Équations  linéaires  :  cas  de  deux  équations,  méthode  de  d*Alembert,  — 
cas  de  trois  équations.  —  Réduction  du  cas  général  au  eas  où  les  équa- 
tions sont  privées  de  second  membre.  —  Méthode  de  Cauchy.  —  Re> 
marque  sur  les  équations  linéaires. 


CAS   DE   DEUX    ÉQUATIONS ,    MÉTHODE   DE   D^ALEMBERT. 

633.  Si  Ton  a  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indépendante  x  et  deux  fonc- 
tions^ et  z  de  cette  variable,  en  éliminant,  tour  â  tour, 

—  et  y-9  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  sui- 
vante : 

—  -h  P>  -+-  Q'*  =  V, 

P,  Q,  V,  P',  Q',  V,  désignant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  à  ces  équations  le  procédé  d'éli- 
mination exposé  plus  baut  (622),  et  Ton  parviendrait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordrene  contenant  qu'une 
seule  fonction  inconnue^  mais  il  est  plus  avantageux 
d'employer  la  métbode  suivante,  qui  a  été  ima^iinée  par 
d'Alembert,  et  perfectionnée  par  Ampère. 

Ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié  la 
seconde  par  une  indéterminée  0  :  nous  aurons 

Si  6  éuit  une  consunte,  -i-  +  ^  -r^  serait  la  dérivée  de 

dx  dx 

y  -f.  Qz  \  posons  donc 

(3)  r=:j-t-0», 
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îl  en  résulte  j'  =  t  —  Qz  et 

dr      Odz  __  dt         d^ 

dx        dx        dx  dx 

L'équation  (2)  devient  alors 

(4)  ^-«^  +  (P+P'0)(/-«x)  +  {Q  +  Q'0)«=V  +  V'«. 

Comme  z  n'entre  ici  qu'à  la  première  puissance,  on 
éliminera  cette  fonction  en  égalant  son  coefficient  à  zéro, 
•  et  l'on  aura  les  «deux  équations 

(5)  ^-h(P-+-P'9)0-  Q  — Q'G  =  o, 
dx 

(6)  ^  +  (p  -h  p'  G)  f  —  V  —  va  =  o. 

dx 

L^équation  (5)  ne  contient  que  6  et  x;  elle  détermine 
donc  9.  Mais ,  quoique  du  premier  ordre ,  elle  n'est  pas 
/  linéaire,  et  l'on  ne  sai t_gas,  en  généraK  l'intégrer.  Cepen - 

dant,  si  Ponen  connaît  seulement  deux  intégrales  parti- 
culières 9|  et  9t ,  la  question  proposée  pourra  être  résolue. 

En  effet,  ces  intégrales  particulières  étant  mises  à  la 
place  de  9  dans  l'équation  (6)  qui  est  linéaire,  on  obtien- 
dra deux  valeurs  correspondantes  de  f,  fi  et  ^1,  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  jr  et  x 
au  moyen  des  deux  équations 

Les  valeurs  de  ^  et  de  z  ainsi  obtenues  contiendront 
deux  constantes  arbitraires,  puisque  ^1  et  t%  en  contien- 
nent chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposera  constant  dans  l'équation  (5)  , 
qui  se  réduit  alors  à 

(7)  (P-f  P'e)e  — Q  — Q'ô  =  o. 

Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  racixiies 


(^  ,p-iA4v.*..*-oi- fr  )>?^i 
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constantes  que  Ton  peut  prendre  pour  Ot  et  9t9  si  ces  ra- 
cines sont  inégales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (7)  étaient  égales,  on  n*au- 
rait  qu'une  valeur  de  6.  Mais,  dans  ce  cas,  l'équation  (5), 
en  supposant  0  variable,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^+P'(8-«)'=o, 

oa 

d$ 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

1 
P'x-hc 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulières 
de  6,  on  les  choisira  de  la  manière  la  plus  simple  en  fai- 
sant successivement  0  =  0,  c  =  00  ,  d'où 

P'j: 

Les  équations  (i)  peuvent  donc  toujours  être  intégrées 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

ISTÉGfiATION   DE  TROIS   ÉQUÀTIOHS    LIHÉAIILES. 

635.  La  méthode  précédente  s'applique  avec  quelques 
modifications  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires 
simultanées  à  quatre  variables  x,  /,  r,  11.  Ces  équations 
peuvent  d'abord  être  mises  sous  la  forme 

dr 

dx 
Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la 
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seconde  par  0  et  la  troisième  par  A.  On  a  ainsi 

Posons 
(a)  j  4-O2  4-Xtt  =  r, 

d'où 

dy       ^dz       ,  du       dt  rfO  dl 

-21.4-O j_^  —  = ^ u  — • 

dx  dx  dx       dx  dx  dx 

L'équation  (i)  devient 

*   ^    ^  4.(Q4-Q'0-hQ"^)z  +  (R-|-R'e-t-R^X)« 

Cette  équation  ne  renferme  2  et  u  qu'au  premier  degré. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  variables,  on  ré- 
duira Téquation  (3)  aux  suivantes  : 

d^ 

(4)    3-  -+-  (P -f- P'e  +  pn)  e  —  Q  —  Q'G  —  Q^'x  =  0, 

iix 

(5)  ^-f.  (P4.p'ô-f-P"X)X  — R— R'G  — R"X  =  o, 

(6)  ^  4-  ( P  H-  P'Ô  +  P'^X)  /  —  V  —  V'G  —  V'X  =:  o. 
dx 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  que  0  et  A  : 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  linéaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  intégrer  en  général.  Néanmoins,  si  Ton 
connaît  trois  intégrales  particulières  dt,  61,  0^  et  trois  va- 
leurs correspondantes  X|,  X,,  Xs,  on  pourra  déterminer  les 
intégrales  cherchées.  En  e(ret,pour  un  système  de  valeurs 
simultanées  B^  et  X|,  l'équation  (6)  qui  est  linéaire  et  du 
premier  ordre  donnera  une  intégrale  correspondante  t|, 
contenant  une  constante  arbitraire.  On  aura  de  même 


I 
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deux  autres  valeurs  tt  et  t^  correspondant  aux  deux  autres 
systèmes  9|  et  X^,  9t  et  X,.  Les  trois  intégrales  seront  donc 

/  -f-  0,  «  -+-  >i  a  =  /m 

(7)  ^  r -l-Ôj«-4- >,tt  =  ^, 

1  j^  +  e,  «  +  >,  a  ==  r,. 

Les  valeurs  dej^,  z,  u  qu^on  en  déduira  contiendront 
chacune  trois  constantes  arbitraires. 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P\ . .  • 
sont  constants,  les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  6  et  de  X  que  déterminent 
les  équations 

(8)  (P  ^  P'O  -4-  P'^X)  ô  —  Q  —  Q'ô  —  Q*X  =  o, 

(9)  (p  -T-  p' e  4-  P^X)  X  —  R  —  R'ô  —  R"X  ==:  O . 

En  portant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  X 
tirée  de  la  première,  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  en  0,  qui  fournira,  en  général,  trois  valeurs  dis- 
tinctes de  cette  variable,  dj,  di,  6^,  L'équation  (8),  étant 
du  premier  degré  en  X,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes,  X|y  Xt,  X). 

L'élimination  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  En 
posant 

(10)  PH-P'G4-P'X  =  p, 
on  aura  les  trois  équations 

iP  — p-*-P'ô4-Pn  =  o, 
R4-R'eH-(R''  — p)X  =  o. 

L'élimination  de  d  et  de  X  entre  ces  trois  équations 
donne  Téquation  finale 

(p  -  P)  (p  -  Q')  (p  -  R")  -  R'Q'(p  ^  P) 

—  RF'fp  —  Q')  —  QP'(p  —  R")  —  QR'P^—  RP'Q'^^:  o. 

Soient /Si,  pa,  p^  les  trois  racines  de  cette  équation. 
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L*é(jaation  (6)  prenaDt  la  forme 

on  aura  (511  ) 

On  déduit  de  là,  en  remplaçant  successivement  p  par  pi, 
Pt7  p»)  6^  O9  ^  pai*  les  valeurs  correspondantes,  trois  va- 
leurs de  t  contenant  chacune  une  constante  arbitraire. 
Le  système  proposé  aura  donc  pour  intégrales  les  trois 
équations 

(12)  K  +  ^^z-hhu^e-P^'ïc-h  r(V-hV'G,-hVn,)tf^«*Wirl, 

AUTRE    MÉTHODE. 

637.  On  peut  suivre  dans  l'intégration  des  équations 
linéaires  simultanées  la  même  marche  que  dans  les  équa- 
tions difTérentielles  ordinaires,  c'est-à-dire  ramener  le 
cas  général  à  celui  des  équations  privées  de  second 
membre.  Mous  allons  effectuer  cette  réduction  dans  le 
cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d*abord  que  si  Ton  connaissait  trois  sys  • 
tèmes  de  fonctions  (y,,  «1,  u,),  {jtj  ^u  "O?  (/»»  ^ij  "») 
satisfaisant  aux  équations 

dr 

du 

-r  -H  P^J^H-  Q'^aH-  R'^tf  =  o, 


CIITQUÀlîTIEMB    LEÇON.  I7I 

on  y  satisferait  encore  en  posant 

«  =  c,  i«,  -H  f j  «3  -4-  Ct  tfj , 

comme  on  s'en  assure  par  la  substitution,  et  Ton  aurait 
les  intégrales  générales,  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  constantes  arbitraires  C|,  c«,  rg. 

Chercbons  maintenant  â  résoudre  les  équations  (I)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

Pj  fi,  V  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

IP  — p -HQft-4-Rv  =  0, 
P^ -t- QV  4- (R''— p)  V  =  o. 

L'élimination  de  fx  et  de  v  entre  ces  équations  conduit  à  une 
Àpiation  du  troisième  degré  en  p,  la  même  que  Ton  a  dé- 
dnite  (636),  par  l'élimination  de  6  et  de  A,  des  équations 

r  P  — p-t-P'ô-t-  P"X=:o, 

(3)  Q  +  (Q'-p)o^Q'':^  =  o, 

(  R-f-R'e-+-(R''  — p)X  =  o, 

car  on  arriverait  à  ce  dernier  système  en  ajoutant  les  équa- 
tions (a)  respectivement  multipliées  par  i,  d  et  X,  et  en 
déterminante  et  X  de  manière  que  les  termes  qui  contien- 
nent fx  et  V  disparaissent  d'eux-mêmes. 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  par  pi,  pa,  p^,  et 
les  valeurs  correspondantes  de  /x  et  de  v  par  juii,  |uii,  /ix^, 
Vjy  Vf,  Vt,  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  Ton 
déduira  la  solution  générale 


-— «.* 


1^2  COURS    d'analyse. 

638.  Prenons  maintenant  trois  équations  avec  second 
membre 

^4-Pr  H-Q«  -f-R«  =V, 

(II)  (^-f-P>H-Q'zH-R'«=V', 

^  +  p'V  +  Q"3 -+-  R"«  =  V". 
dx 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations 
par  les  formules  (4),  mais  en  y  regardante],  C|,  Ct comme 
des  fonctions  convenables  de  x.  On  aura 

4-tf~Pi* — i  4-tf— Pi* — f -f-^— p«* — î.  J 

djc  dx  "^   tix 

On  aurait  de  même  -r-  et  ^~«  En  substituant  ces  valeurs 

dx       dx 

dans  les  équations  (  II  ) ,  les  termes  qui  renferment  Ci ,  C|,  c» 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (s))  et  il  reste 

m.  -■•  dc\  _  -  dcn  -  _  dc% 

'"■Pi* — 14-tf-p»* — !4_^— />•* — !  =V, 

dx  dx  dx 

ox  ox  ox 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 

#/%v  dcx  dcj dc^ 

^^^  ^-^''      ^-^''      ^'~^'' 

X19  Xt>  X>  ^^^^^  <^6s  fonctions  de  x  :  d'où  Ton  conclura 

•  [  ^«  =  fX^dx-+-Ci9 

(7)  I  c,=  /x>^*-*-C», 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (4)9  donneront 
les  int^rales  du  système  (II) . 


MÉTHODE    DE    CÂUCHT. 

639.  Soit  proposé  d^inlégrer  le  système 
dr 


dx 


-t-Pr  -+-Qz   -+-Rif  =F(a:),  ' 


(1)  { ^-hP'r-HQ'»-^R'«=F.W, 

dx 

Cherchons  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui,  substituées  à  la 
place  de ^,  z^  11,  vérifient  les  équations 

dr 

-f-hPr  4-  Q«  4-  Rtt  =  o, 

ax 

(a)  ^^4-P>-+-Q'»4-R'«  =  o, 

-^  4-P*>-f-Q''«4-R''«  =  o, 
dx 

et  telles,  que  pour  a;  =z:  a  on  ait 

T  =  F(a),     Z  =  F.(a).     U  =  F,(a). 

Pour  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissent  ces 
conditions,  il  suffira  de  déterminer  les  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  générales  du  système  (2), 

i  =  <p,(x,  c„<r„r,), 

de  manière  que  l'on  ait 

IF  (a)  =ç  {a,Ct,C2fCt), 
F,(a)=<p,(a,  c„C3,c,), 
F,(a)  =  y,(a,  c,,c„c,). 

On  aura  les  fonctions  cherchées  en  portant  dans  les  équa- 
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lions  (3)  les  valeurs  de  Ci,  Ct,  Ct  déduites  des  équa- 
tions (4)-  • 

640.  Maintenant  je  dis  que  les  équations  (i)  seront 
satisfaites  en  posant 

I    i/o         (5)       r=/     Yrf«>     z=z  f  Zdd,     us=fvda. 


En  effet,  d'après  l'hypothèse,  on  aura 

—  rfa  4-  F  (x). 


et,  en  substituant  dans  la  première  des  équations  (i), 
F{x)=  r^dd-hV  C    Yda-^qC    Zda 

-î-R  /     Urfa-f-F(x). 

Cette  équation  est  identique,  car  elle  revient  â 

Ç  rf«^^  +  PY-hQZH-RuWo, 

et  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle  par 
hypothèse.  On  vérifiera  de  la  même  manière  que  les  deux 
autres  équations  du  système  sont  satisfaites. 

On  a  donc  une  solution  particulière  du  système  (1)  : 
désignons-la  par  (/d^dKi)*  Mais  si  dans  les  équations  (t) 
on  remplace  jr^  z^  u  par  y  +  /i,  «  H-  z,,  u  +  «£„  on 
obtiendra  le  système  [1) .  Donc,  en  ajoutant  aux  valeurs  (5) 
les  intégrales  générales  (y,  2,  u)  des  équations  privées  de 
second  membre,  on  aura  intégré  complètement  le  sys- 
tème (i). 

REMARQUE   SUR  LES    ÉQUATIONS   SIMULTAHÉBS. 

641.  Soient 

,  j  I  f(*»r»/»«>»'J  =  o» 

1  F(x,^,y,8,*'j  =  o, 
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deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  les- 
quelles  jr'  eiz'  désignent  4-  et  ^-  Soient 

I  »  =  +(*><»,*). 

les  intégrales  générales  du  système  (i),  a  et  i  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (i)  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplace  jreiz  parles  valeurs  (a). 
Donc,  si  Ton  pose 


(3) 

_dx         _dz 
da^             da 

doù 

du         d^y         dy' 
dx        da  dx        da 

dp         d^%         dz' 
dx       dadx        da 

on  aura,  en  difierentiantpar  rapport  à  a  les  équations  (i), 

,'û^'^'^  dy'di'^  dz'^'^d^'di'^^^ 

(4  { 

^'  ^  dY  dF4u       dF         dFdt^_ 

dy  dy  dx        dz  dz*  dx 

On  arriverait  encore  aux  équations  (4)  en  posant 

^*)  -=56'    "  =  56' 

et  en  dlfférentiant  les  équations (i)par  rapport  à  6.  Il  suit 
de  là  que,  sî  l'on  considère  uelç  comme  des  fonctions  in- 
connues  de  :r,  le  système  (4)  admettra  les  solutions  parti- 
culières (3)  et  (5).  Donc  ses  intégrales  générales  seront 

(6)  < 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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EXERCICES. 

i .  Intégrer  les  deux  équations 

'£  +  7j  +  34r+38z  =  «-. 

SOLOTION  : 

3  9        7  5  5       ' 

3975  5 

*.  j^+4*  +  3j'=<, 

Solution  : 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 

PARTIELLES. 

Des  diiïérentes  espèces  d'intégrales.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux 
équations  différentielles  ordinaires.  —  Équations  linéaires  du  premier 
ordre  à  deuk  variables  indépendantes.  —  Cas  d*un  nombre  quel- 
conque de  Tarîables  indépendantes.  —  Équations  aux  différentielles 
totales.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non 
linéaires,  à  deux  variables  indépendantes. 


vDES    DIFFÉRENTES    ESPECES    d'iNTÉGBALES. 

642.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  [x  une  équation  qui  renferme  plusieurs  va- 
riables indépendantes,  Xi,  X2,  ...,  x»  par  exemple, 
une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables  et  une  ou 
plusieurs  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  jr«, 
X2,  ...,  Xn  jusqu'à  Tordre  [x  inclusivement.  Comme 
pour  les  équations  diflférentielles  ordinaires,  il  est  pos- 
sible de  remonter  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  |x  à  d'autres  équations  qui  ne  renferment  plus 
que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  [x,  ou  mémo  qui  ne 
renferment  plus  que  jTi,  X2^  * .  .^  x„  et  z]  dans  ce  der- 
nier cas  on  a  une  intégrale  finie  de  l'équation  proposée. 

Si,  d'une  telle  intégrale,  on  tire  les  valeurs  de  :;  et  de 
ses  dérivées  partielles  pour  les  substituer  dans  l'équation 
donnée,  celle-ci  doit  être  identiquement  satisfaite. 

t>43.  Une  équation  du  premier  ordre  ne  peut  natu- 
rellement avoir  que  des  intégrales  finies  de  la  forme 

(1)  F(x,,  T„  ...,  x„,  z)-o; 

celte  équation  est  appelée  intégrale  générale  de  Téqua- 
STcam.  —  An,,  11.  12 
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lion  proposée  si  la  valeur  qu'elle  fournit  pour  z  peut, 
pour  une  certaine  valeur  Ç  attribuée  à  x^ ,  par  exemple, 
coïncider  avec  une  fonction,  choisie  comme  on  voudra, 
des  autres  variables  ^2?  ^3)  •  •  •  ?  ^/t;  il  faut  évidemment 
pour  cela  qu'il  figure  une  fonction  arbitraire  dans 
Téquation  (i). 

Une  intégrale  particulière  est  une  intégrale  cona- 
prise  comme  cas  particulier  dans  l'intégrale  générale  ; 
une  intégrale  singulière  est  celle  qui,  tout  en  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale 
générale. 

Enfin  Lagrange  a  nommé  intégrale  complète  une 
intégrale  dans  laquelle  figurent  autant  de  constantes 
arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes  dans 
l'équation  proposée. 

ÉQUATIONS  QUI   SE   KAMÈNENT  AUX  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 

64i.  Nous  commencerons  par  le  cas  particulier  très 
simple  où  les  dérivées  partielles  renfermées  dans  l'équa- 
tion ne  sont  relatives  qu'à  une  seule  variable.  II  faut 
alors  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différen- 
licUe  ordinaire,  mais  après  l'intégration  on  rempla- 
cera les  constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbi- 
traires des  autres  variables  indépendantes.  Soit,  par 
exemple, 

en  regardant^  comme  une  constante,  on  a, 

u  =  x^y  H-  G; 

et  en  remplaçant  la  constante  C  par  une  fonction  arbi- 
traire de/, 
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Od  trouvera  de  même  que  Tintégrale  de  l'équation 

du 

«fr 

est 

r*  «'  =  ?{*)» 

^(x)  désigaant  une  fonction  arbitraire  de  x, 

645.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions ou  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 
variables.  Soit,  par  exemple, 

-  .  d^u  du  

tixdjr  dx 

En  posant  —  =  p^  on  a 

dp 

—  +ap=zarjr, 

équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  donne 
(a)  p  =  c-/  Lfix)  -h  xjxtvdA  , 

diaprés  la  dernière  formule  du  n^  511,  où  la  constante 
arbitraire  C  est  remplacée  par  la  fonction  arbitraire cf  (x). 
Si  maintenant  on  intègre  Téquatlon  (3)  par  rapport 
à  Xj  on  aura 

'^(jr)  désignant  une  fonction  arbitraire  dej^'. 
Comme  d'ailleurs 


P 


w 


et  que  J'(f(x)dx  peut  être  remplacé  par  une  fonction 
arbitraire  x(^}9  ^^  aura  déGnitivement 


I 
I 

12. 


i8o 
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.  r  éQ€AT10JiS    HlféAlRES    DU    PREMIER   ORDRE    A    DEUIC 

>A-^    U^OU-  VARIABLES   I1ÎDÉPENDA>'TES. 

\  646.  Soit 

une  équation  dans  laquelle  P,  Q  et  R  désigneot  des 
fonctions  données  de  x^y  et  3;  /?  et  ^  les  dérivées  par- 

tîelles  -j^,  -y^-  Il  s'agît  d'en  trouver  l'intégrale  générale 

(•2)  F^j-,  r,  -)  =  o. 

Or,  nous  avons  vu,  n^  116,  qu'on  parvient  à  une  équa- 
/  lion  telle  que  (1)  lorsque  deux  fonctions 

étant  liées  par  une  relation  quelconque 

ou,  plus  simplement, 

(4)  Œ--?(6), 

on  élimine  la  fonction  arbitraire  6  ou  s.  Dès  lors  il  est 
naturel  de  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (i^  par  une 
équation  de  la  forme  (  <). 

647.   Supposons  donc  que  l'intégrale  de  l'équation 

soit 

(2)  a---?(6), 

a  et  6  étant  des  fonctions  inconnues  de  x^  y  et  5.   On 
tire  de  l'équation  (2) 

di      di  ,,^/d^      d^    \ 

dx       dz  \  dx       dz  ^  ] 

dy  '   Tz'^^^^^^^idy'^  dzV' 


(3) 

d:t       d%  .,ti    /do       d^ 
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11  faut  qu'en  éliminant  p  et  q  entre  les  équations  (i) 
et  (3)  on  retombe  sur  une  équation  identique,  ou  qui 
devienne  identique  en  ayant  égard  à  Téquation  (2). 

Si  Ton  ajoute  les  équations  (3)  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P  et  Q,  on  aura 

OQ  bien,  en  ayant  égard  à  Téquation  (1), 

Or, on  satisfera  identiquement  à  cette  équation,  quelle 
que  soit  la  fonction  cp,  en  choisissant  les  fonctions  x  et  6 
de  telle  sorte  que  Ton  ait 

(5)  <  '^ 

Ip^^o  — -hR— =  0 

\     dx  dy  dz        ' 

et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  Ton  prend  pour 
a  et  6  les  fonctions /(or,  j-,  z),fy  (x,  y^  5),  qui,  égalées 
à  des  constantes,  donnent  les  intégrales  des  équations 

simultanées 

dx  __  dy  _  dz 
"F  ~"  "Q"  "■  h" 

L'intégrale  (2),  ainsi  définie,  satisfait  à  la  condition 
caractéristique  des  intégrales  générales  :  c'est  de  don- 
ner pour  z  une  expression  qui  puisse  se  réduire  à  une 
fonction  donnée,  w(j^),  de  y^  quand  on  attribue  à  x 
une  certaine  valeur  $.  On  doit  avoir 

«  =/[;,  r,  ^(y)\.      S  =/i [?»  y^  ^^y)\  > 

si  on  élinaine  y  entre  ces  deux  équations,  on  aura  un  ^y 
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résultat  de  la  forme 

a  =  *{6), 

d^où  on  conclut  la  forme  qu'on  doit  donner  à  la  fonc- 
tion arbitraire  <p  pour  satisfaire  à  la  condition  imposée. 

648.   D^ailleurs,  toute  intégrale 

(6)  F{x,y,z)  =  o 

de  Téquation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2).  En 
effet,  on  tire  de  Téquation  (6) 

^  ~       dx  '  dz^      ^  ~       dy  '  dz  ' 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  Téquation  (1),  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisque  F  =  o  est  une  inté- 
grale, on  aura 

^d¥      ^d¥      ^dF 

^d^^^ip^^d^-''^ 

d'où  Ton  conclut  (632)  que  F  est  une  fonction  de  a  et 
de  6.  Donc    Téquation  (6)   équivaut   à   une  relation, 
a  =  cp(S)y  entre  ces  deux  fonctions.  Il  résulte  de  là  que 
l'équation  (i)  n'a  pas  d'intégrale  singulière. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Si 

f{x,y,  z)  =  c,      /i(x,y,z)r=c' 

sont  deux  intégrales  du  système 


et 

P  ~ 

si  l'on  pose 

ds 

R' 

«=/(^.r.  -ï). 

g 

=/.(a^, 

r. 

-s), 

l'i 

nlégrale  de  l'équation 

Pp  + 

qq. 

=  R 

Sir  a 

a  =  0(6), 

ç  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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649.  On  satisferait  encore  à  l'équation  (4)  en  posant 


ou  bien 


rfc  ^*  r\   ^*  n  ^*  •/0\ 


Mais  la  première  de  ces  solutions  exigerait  que  f  (6) 
se  réduisît  à  une  constante  ;  on  aurait  alors  l'intégrale 

a  =  C; 

ja  seconde  donnerait  6  =  Gj  ;  ce  ne  sont  que  des  inté- 
grales particulières  comprises  dans  l'équation 

4;(a,  6)  =  o. 

650.  On  doit  remarquer  que  l'intégrale  a  =  <p(6)  con- 
viendrait encore  aux  équations 

dont  l'intégration  dépend  du  même  système  d'équations 
simultanées 

dx  ^  (fy  ^  dz 

651.  Exemples  : 

!•  a;p—yq=o. 

Il  faut  chercher  les  intégrales  des  équations 

dx  _^  dy  _^dz 

a?  ~  y  ~  ^  ' 
ces  intégrales  sont 

5  =  c,      xy^c'\ 

donc  l'équation  proposée  est  satisfaite  par 

z-^{xy\ 
Y  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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2*  px^  —  qxy  =  — y^. 

Il  faut  intégrer  les  deux  équations 

dx  _       dy       dx  __       dz 
X*  ~'      xy^      or»  ~      /" 

La  première  revient  à 

2^  =  _^,     d'où    6  =  xr. 
X  y 

La  seconde  revient  à 

dx  _      .r*  6^5 

On  en  conclut 


d'où 


5  =  -  6^2?-*  -1-  a, 


a  =  3  —  —  • 
Zx 


Donc  rintégrale  cherchée  est 

o  désignant  une  fonction  arbitraire. 
3*  p  —  q  —  M. 

Solution:  z^^o{x-hy). 

4*  PX  —  qx  =  o. 

Solution  :  z  =  o{x^  -*-/')• 

CAS  d'un  nombre  quelconque  de  variables 

INDÉPENDANTES. 

652.  La  méthode  suivie  dans  le  cas  de  deux  va- 
riables indépendantes  peut  aisément  se  généraliser. 
Soit  à  intégrer  Téquation 

(i)  Vxpx  H-  Pî/?î  -4-. . .-+-  P«p«  =  R, 
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dans  laquelle  P|,  P2,  ...,  P»,  R  sont  des  foDctions 
données  de  n  variables  indépendantes  jti,  ^Co?  •  •  •  j  ^n^ 
et  d'une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables,  tandis 
que  pt,  p2^  •  •  -,  Pn  désignent  les  dérivées  partielles 

dz        dz  dz 

dx\       dx^  dXfi 

L'équation  (1)  est  encore  linéaire,  du  moins  par  rap-         \ 
port  à^,, /?2,  , . .,  Pn.  ^ 


653.  On  a  vu(n®  117) que  si  des  quantités  a i,a2, ...,  (x„^ 
fonctions  connues  de  J?i,  Xt,  . . .,  ^/i  et  ^y  sont  liées 
entre  elles  par  une  relation  quelconque 

ouy  plus  simplement, 

et  si  on  élimine  la  fonction  arbitraire  i/  ou  cp,  on  arrive 
à  une  équation  de  la  même  forme  que  l'équation  pro- 
posée. On  est  donc  conduit  à  chercher,  pour  cette  der- 
nière,  une  intégrale  de  la  forme  (2),  en  choisissant 
convenablement  les  fonctions  ol^^  oL^y  . .  . ,  a,,. 

On  tire  de  l'équation  (2),  en  la  difTérentiant  tour  à 
te  ur  par  rapport  à  2: i ,  :r2,  .  . . ,  ar^, 

d%\  dtx        d9  l  dtx  ofajX 


dx\ 


dix 
dx 


1  di\  __  d^  {  dti  di^\ 


d(D 
d%, 


Si    nous   ajoutons  ces   égalités  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  P| ,  .  . . ,  la  der- 


l86  COURS    D*ANALYSE. 

nière  par  Pu,  il  vient 


t  =  n 


djLi  n      doii 


-  2  rff  [•*' 5Î7  "^^  ""^  **"  s; 


i=» 


(PlPi-^...-^PnPn)^] 


Maïs  si  Téquation  (a)  est  une  intégrale  de  Téquahon 
proposée,  P|/?i  -f-. .  --h^aPn  sera  iJentiqueroent  égal 
à  R,  et  Ton  aura 

P.  ^^        -4-P^-+-R^ 
**dfxt       "'^^''  dxn^      dz 

(3)     /  '=« 

-  V   ^?  /p    ''''   -4-        -u  P      ^''    -^  R  ^*'  \ 


i=t 


Cette  équation  sera  vérifiée  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion o,  si  Ton  choisit  les  a  de  manière  que  Ton  ait, 
pour  A'  ==  1 ,  2,  3,  . . . ,  /ï, 

or,  il  résulte  des  calculs  faits  au  n^  629  qu'il  suffit  de 
prendre  pour  ai,  ol^,  ...,  dn  des  fonctions  de  j^i,  X3, ..., 
x„,  z  telles  que  les  équations  simultanées 

dT\  _  r/j"î  _       _  dxn  _  rf^ 

aient  pour  intégrales 

«1  —  Cl,         aj  =  Cl,         . . .,         a»  =  C/». 

On  est  donc  ramené  à  trouver  les  intégrales  du  sys- 
tème (5)  ;  si  Ton  y  parvient,  on  aura  Tintégrale  de 
Féquation  proposée  sous  la  forme  (a)  ;  d'ailleurs,  la 
valeur  de  z  qu'on  en  déduirait  pourra,  à  cause  de  Pin- 
détermination  de  la  fonction  ^ ,  coïncider,  pour  Xi  =  Ç, 
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avec  telle  fonction  que  Ton  voudra  de  ^2,  ^s,  •  •  • ,  J:*»  ; 
ce  sera  donc  l'intégrale  générale. 

On  démontrerait  encore,  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  n^  648,  qu'une  intégrale  quelconque  de  l'équa- 
tion (i)  doit  être  comprise  dans  la  forme  (2),  oci,  a^, ..., 
a^  étant  toujours  déterminées  comme  il  a  été  dit  tout 
à  l'heure. 

654.  On  pourrait  satisfaire  à  l'équation  (3)  en  sup- 
posant que  l'équation  (4)  fût  seulement  vérifiée  par 
quelques-unes  des  fonctions  oc,  les  dérivées  partielles 
de  (p  par  rapport  aux  autres  a  étant  nulles  ;  il  est  clair 
cm^ûp  arriverait  alors  à  des  intégrales  particulières. 
r  On  peut  voir  aussi,  comme  au  n®  6S0,  que  l'inté- 
grale trouvée  conviendrait  à  chacune  des  n  équations 
dont  le  type  serait 


Xi  étant  fonction  de  X\^  x^^  •  •  •>  ^<-i)  •^z+ii  •  •  •  7  «^/i 
et  z. 

655.  Exemple  : 
,  .  du         du         du 

II  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx  ^  Hy  ^dz  _  du 
X  ^  y  "  z   ~"  ma' 
on  en  déduit 

X  a?  '      37'» 

et,  par  suite, 

«  =  *'""?(i'5)' 
c'est-à-dire  que  u  est  une  fonction  homogène  du  degré  m 


i88  COURS  d'akalyse. 

des  variables  x^  y  y  z.  L^équation  (i)  exprime,  en  effet, 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  (I,  178). 

ÉQUATIONS   AUX   DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

656.  L'étude  des  équations  non  linéaires  aux  déri> 
vécs  partielles  nous  amènera  à  considérer  des  équations 
de  la  forme 

(i)  Xdx-hYdjr-hZdz  =-.o, 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  données  de 
jr^y^  z;  ces  trois  dernières  variables  étant  assujetties  à 
une  seule  condition,  on  peut  regarder  deux  d^entre 
elles,  ;r  et  ^  par  exemple,  comme  indépendantes,  z 
étant  fonction  des  deux  autres  :  alors  dz  est  la  diffé- 
rentielle totale  de  z  correspondant  aux  accroissements 
dx  et  djr  des  deux  variables  indépendantes. 

On  voit  tout  de  suite,  en  raisonnant  comme  au 
n"  530,  que  l'expression  de  z  en  fonction  de  x  et  de  j^ 
doit  nécessairement  dépendre  d'une  constante  arbi- 
traire  ;  car  donnons-nous  la  valeur  Zo  de  z  fouTx  =  Xo 
et  x  ==yo  5  1  équation  (i  )  nous  donne  les  accroissements 
dz  que  Zq  doit  subir  quand  on  passe  des  valeurs  Xo^yo 
des  variables  indépendantes  à  d'autres  valeurs  qui  se 
succèdent  par  degrés  infiniment  petits  ;  la  valeur  géné- 
rale de  z  dépend  donc  de  sa  valeur  arbitrairement 
choisie  au  point  de  départ. 

Toutefois,  on  n'est  plus  certain  de  former  de  la  sorte 
une  fonction  bien  déterminée  de  or  et  de  ^  :  il  pourrait 
arriver  qu'en  faisant  croître  ces  variables  de  Xq  à  x^  et 
de^o  à  jUj  on  obtînt  pour  z  une  valeur  qui  dépendît 
de  la  loi  des  accroissements  simultanés  de  x  et  de^,  et 
fût  absolument  indéterminée.  Et  précisément,  nous 
allons  ^oir  que  Téquation  (i)  ne  peut  donner  pour  ^ 
une  valeur  fonction  de  x  et  de^,  dans  le  sens  ordinaire 
de  ce  mot,  que  si  une  certaine  condition  est  remplie. 
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Si  D0U5  posons 

nous  tirerons  de  Téquation  (  i  ) 

dz  =  Pdx-h  Qdy; 
00  a  donc 

mais,  d'après  une  propriété  générale  des  fonctions  de 
plusieurs  variables,  on  doit  avoir 

d    dz         d  dz 
dy  dx  ~~  dx  dy 

Pour  calculer  ces  dérivées  secondes,  il  faut  remarquer 
que  P  et  Q  contiennent  non  seulement  ^  et  ^  mais 
encore  z  qui  est  fonction  de  Tune  et  de  Tautre  ;  la  con- 
dition devient,  eu  égard  aux  équations  (3), 

^-»>  Ty-^^d-z-^-di^^-dû- 

effectuons  les  difTérenliations  en  remplaçant  P  et  Q  par 
leurs  valeurs  (2)  :  on  peut  tout  mulliplier  par  Z^,  et  il 
vient,  après  de  simples  réductions, 

(dX       rfZ\  /^Z      d\\         (d\      dy\ 

Nous  avons  dit  que  pour  des  valeurs  quelconques  de 
X  et  ^  on  peut  se  donner  arbitrairement  z  ;  Péquation 
(5)  Hoir.  ^\^içf  v^rjpP^po„r  m^  système  quelconque  de 
valeurs  de  x^y^  z  \  elle  doit  donc  être  une  identité. 

657.  La  condition  (  i)  ou  (5),  nécessaire  pour  Texis- 
tence  de  la  fonction  cherchée  z^  est  aussi  suffisante  ; 
nous  le  reconnaîtrons  en  apprenant  à  déterminer  z.  Il 
faut  et  il  suffit  que  cetie  inconnue  satisfasse  aux  deux 
équations  (3)  :  considérons  d'abord  Tune  déciles,  par 
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exemple 

puisque  Téquation  ne  con lient  pas  de  dérivée  relative 
à^,  on  peut  (644)  l'intégrer  comme  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  en  traitant^  comme  une  con- 
stante, à  la  condition  de  remplacer  la  constante  d'inté- 
gration par  une  fonction  quelconque,  a,  de^.  Soit  donc 

(7)  z  =  ¥(x,y,a) 

rinlégrale  de  Téqualion  (6)  :  je  la  suppose  résolue  par 
rapport  à  z  pour  abréger  l'écriture  dans  l'analyse  ac- 
tuelle ;  mais  dans  la  pratique  on  la  prendra  sous  la 
forme  où  elle  se  présente.  Nous  devons  déterminer  a  de 
manière  que  la  seconde  condition  (3)  soit  satisfaite, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

dy        doL  dy^ 
d'où 

Le  premier  membre  est  fonction  de^  seul;  le  second 
membre,  quand  on  aura  remplacé  z  par  sa  valeur  (7), 
devra  être  indépendant  de  a?  ;  en  égalant  à  zéro  sa  dé- 
rivée relative  à  ic,  on  trouve 

/rfQ   ^  p^Q        rftF  \  dY       /         ^\    ^F    ^^ 
\dx  dz        dxdy)  d'x       \^      dy]  dx du         ' 

ou,  en   ayant  égard   à  l'équation  (8)   et  divisant  par 

rfF 
da. 


dY         •     î     .  1 

-7->  qui  n  est  pas  nul, 


^Q      P f^  _    ^^^   _  d^^    —  =  o 
^'  dx  dz        dxdy       dx dct  dy 

Mais,  l'équation  (7)  étant  l'intégrale  de  (6),  on  a  iden- 
tiquement 

P — j-  =0. 
dx 
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La  dérivée  du  premier  membre  de  cette  identité  par 
rapport  à  y  est  nulle  : 

rfP  d?        d>V  rf*F    d%  ^^ 

dy  dz       dxdy       dx  d%  dy  ~ 

Si  Téquation  (4)  est  satisfaite,  celte  identité  prouve 
que  l'équation  (g)  est  aussi  identiquement  satisfaite. 
L'équation  (8)  est  alors  une  équation  difiTérenticUe  or- 
dinaire entre  a  etj^,  z  étant  remplacé  par  sa  valeur  (7); 
on  peut  en  trouver  l'intégrale,  qui  contient  une  con- 
stante arbitraire  C,  et  il  suffit  d'éliminer  a  entre  cette 
intégrale  et  l'équation  (7)  pour  avoir  la  relation  cher- 
chée entre  5?,  ^,  >s  et  G. 

On  aurait  pu  partir  de  la  seconde  des  équations  (3), 
ou  même  prendre  z  avec  x  ou  y  pour  les  variables  indé- 
pendantes. Dans  tous  les  cas,  il  faut  d'abord  intégrer 
Téquation  à  laquelle  se  réduit  la  proposée  quand  on 
suppose  constant  x^youz;  on  fera  le  choix  qui  doit 
rendre  cette  première  intégration  la  plus  facile. 

6S8.  Quand  la  fonction  z  existe,  ou  quand  l'équa- 
tion proposée  est  intégrable,  on  peut  supposer  l'inté- 
grale résolue  par  rapport  à  la  constante  qui  y  figure  : 

C  =  «p(a7, /,  Z); 

on  en  tire 

rfç    -        rfcp   ,        d^  j 

-^  dx  -¥-  -T-dy  -^ — ^dx  =.  o\ 

dx  dy   '^        dz 

pour  que  cette  équation  et  la  proposée  soient  satisfaites 
par  les  mêmes  valeurs  de  rfjc,  dy^  dz,  il  faut  qu'on 
ait 

^  ~  Î£  -  ?£. 
X  ■"   Y  "   Z' 

ces  relations,  devant  avoir  lieu  pour  un  système  qui>U 
conque  de  valeurs  jTa,  roi  ^o,  sont  des  identités  :  si  Ton 
appelle    {x  la  valeur  commune  des  fractions,  on  aura 


192  COURS    D  ANALYSE. 

îdentîquenienl 

^^=^'        ^^==5^'        ^^=5-1' 

il  existe  donc  au  moins  un  facteur  [x,  fonction  dear,^,  v, 
par  lequel  il  suffit  de  multiplier  IL  dx -h  Y  dy -i- Z  dz 
pour  le  rendre  différentielle  exacte. 

Si  Ton  ne  connaît  pas  Tintégrale  de  Téquation  (i),  la 
recherche  régulière  du  facteur  d'intégrabilité  jx  est  dif- 
ficile; maïs  il  est  bon  de  regarder  si  on  ne  l'aperçoit  pas 
immédiatement,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  simples  ; 
on  en  déduirait  l'intégrale  avec  une  extrême  facilité. 

659.  Exemple.  —  Soit  l'équation 
(i)  yzdx  —  xzdy  —  (a:'-i-j^*)  rfx;  =  o. 

L'équation  de  condition  (5)  est  ici 

yz{ — X -¥-  ^y)  —  xz{—ix  —y)  —  (ir*-^/')(3  -f-  ^)  =  o: 

elle  est  identiquement  satisfaite.  Comme  c'est  z  qu'il 
faut  supposer  constant  pour  simplifier  le  plus  possible 
l'équation  (1),  je  prends  ^  et  .3  comme  variables  indé- 
pendantes. On  doit  avoir 

dx  _  X  dx  _  x^-^y*  ^ 


—  —  j 


dy       y  dz  yz      * 

la  première  condition  donne  x  =  ay,  a  étant  une  fonc- 
tion Aq  z\  la  seconde  condition  devient  alors 

dx  d%        r*(n- a*) 

dz      "^  dz  yz 

elle  se  réduit  à  une  équation  entre  a  et  z^  soit 

rfa  _  I  -+-  a*  c/a     _  dz  ^ 

dz  ~       z  i  -+-  a>  ~    5  ' 

d'où 

1.^  =  arctanga-f-  G, 

ou,  en  remplaçant  a  par  -t 

1.^  =  arctang  — h  C. 

y 
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II  était  facile  de  voir  a  priori  que  le  premier  membre 
de  TéquatioD  (i)  devient  une  différentielle  exacte  si  on 

le  multiplie  par  — j—  ;  on  en  aurait  immédiatement 

conclu  l'intégrale. 

ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES    DU   PREMIER  ORDRE, 
NON   LINÉAIRES,    A   DEUX   VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

660.  Parmi  les  équations  non  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  nous  considérerons  seule- 
ment celles  qui  ne  renferment  que  deux  variables  indé- 
pendantes :  on  peut  les  regarder  comme  définissant  une 
infinité  de  surfaces,  et  cette  interprétation  géométrique 
leur  donne  un  intérêt  particulier  \  mais  surtout  on  peut 
les  intégrer  par  une  méthode  très  simple,  qui  ne  se  gé- 
néralise pas  sans  complication.  Soit 

Téquation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Si  l'on  connaissait,  en 
fonction  de  a?,  y  et  5,  les  dérivées  partielles  peXq  qu'on 
peut  déduire  d'une  intégrale  de  l'équation  proposée,  on 
aurait  la  différentielle  totale  dz  sous  la  forme 

et  l'on  retrouverait  z  en  intégrant  une  équation   aux 
différentielles  totales  (657),  ou  une  différentielle  à  d^ux^ 
variables  (498),  selon  que  P  et  Q  contiendraient  ou  ne 
contiendraient  pas  z. 

Les  valeurs  de  /?  et  de  ^  doivent  satisfaire  identique- 
ment à  l'équation  (1)  et  de  plus  à  la  relation  générale 

(3)  ±  =  "11. 

^^  dy       dx 

Proposons-nous  de  former  une  équation 

(4)  ?(^»  r,  «,  />»  ^)  =  o 

qui,  associée  à  l'équation  (i),  donne  pour/>  et  q  des  va- 

Stvbm.  —  An.^  IL  l3 


194  cotRs  d'analyse. 

leurs  remplissant  la  dernière  condition.  Différentions  leh 

équations  (i)  et  (4)  par  rapport  à  x,  puis  ky  :  on  aura 

dx  ~^^  dz        dp  dx       dq  dx         '  dx       '  "         ' 

dy       "  dz       dp  dy  ~^  dq  dy         '  dy 

Éliminant  -~  entre  les  deux  premières  équations^  -~ 
entre  les  deux  dernières,  nous  aurons 

dld^_dld^^/dfd^_^d^\ 
dp  dx       dx  dp  \dp  dz       dz  dp) 

\ dq  dp       dp  dqjdx^ 

^  \dz  dq        dq  dz  ) 


df  d^        df   d^ 
(y  dq        dq  dy 


^(iL  ^^^^\ËP. 


dq  dp       dp  dq  /  dy 

Pour  que  Téquation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  soient 
égaux 5 /c'est  d'ailleurs  suffisant,  j)arce  que  le  binôme 

-y^  ^  —  ^-X  ne  saurait  être  identiquement  nul  sans  que 

dp  dq       dq  dp  ^  ■ 

les  équations  (i)  et  (4)  donnent  pour/?  et  q  des  valeurs 
indéterminées?^ 

L'équation  à  laquelle  cp  doit  satisfaire  s'obtient  eu 
égalant  les  premiers  membres  des  dernières  équations, 
et  peut  s'écrire 

ifdl^dfd^^/d[^df\d^ 
dp  dx       dq  dy       y   dp        ^  dq  /  dz 

l  \dx^^dz)dp       \dy       ^dzjdq      ^' 

toute  solution  de  cette  équation  permettra  de  déter- 
miner des  valeurs  convenables  pour  p  et  q^  de  former 
l'équation  (2)  et  d'en  déduire  une  intégrale,  plus  ou 
moins  générale,  de  l'équation  proposée. 


(5) 
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D'après  ce  qui  a  été  établi,  d'une  manière  générale, 
au  n**  629,  Téquation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (5) 
sera  satisfaite  si  Ton  prend  pour  <p  une  intégrale  quel- 
conque, a  désignant  une  constante^ 


a  —  a  =  o 


du  système  d'équations  simultanées 

dx  _  dy  ^  dz  __       — dp       __       —  dq 

dp        dq       ^  dp       ^  dq        dx       ^  dz        dy        ^  dz 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'intégrale  soit  résolue  par 
rapport  à  la  constante  arbitraire,  et  on  peut  la  prendre 
sous  la  forme 

cette  équation,  jointe  à  l'équation  (i)  permettra  de  dé- 
terminer/? et  q  en  fonction  de  x^  y,  z,  a,  et  de  former 
l'équation  (2);  la  condition  de  son  intégrabilité  est  na- 
turellement satisfaite,  et  l'on  pourra  trouver  son  inté- 
grale, renfermant  une  nouvelle  constante  arbitraire  b^ 

<7)  F(^»  ri  ^>  «»  ^)  =  o, 

qui  est  en  même  temps  une  intégrale  de  l'équation 
proposée  :  ce  n'est  qu'une  intégrale  complète  (643), 
mais  il  est  bien  facile  d'en  déduire  l'intégrale  générale. 

661.  Si  nous  différentions  l'équation  (7)  par  rapport 
k  X  et  ày,  nous  aurons 

dF         dF  dF         dF 

Puisque  l'équation  proposée  admet  pour  intégrale  Té- 
quatioQ  (7),  elle  doit  être  satisfaite  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  a  et  6, 
quand  on  y  remplace  z^  p  et  q  par  leurs  valeurs  fournies 
par  les  équations  (7)  et  (8). 

Cela  posé,  imaginons  que  dans  l'équation  (7)  nous 
remplacions  a  par  une  fonction  a  de  x,  ^  et  .s  et  que 

i3. 
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nous  posions  b  =  '}(a),  if  désignant  une  fonction  quel- 
conque. On  peut  choisir  a  de  manière  que  réquation 

(7  ^«)  F[j-,  j,  z,  a,  4^(a)]  =  o 

soit  encore  une  intégrale  de  la  proposée.  A  cet  effet,  je 
la  différentie  par  rapport  à  x  et  à  j^,  ce  qui  donne 

\di-^^d^'^[di-^d^^^''^(di-^^d^)='^ 
(S  bis)}  ^  T  J  \  / 

'^  ^i^F  dF       fdF       rfF,„    J/é/a  d%\ 

Les  équations  (7  bis)  et  (8  bis)  donnent  maintenant 

Zj  p  et  ç'^  mais  si  Ton  choisit  a  de  manière  que  Ton 

ait 

dF       dF  ,,,    , 

(•••>  5i-^  5-^^  (')  =  »' 

les  valeurs  de  z,  p  et  r/  ne  diffèrent  que  par  le  change- 
ment de  a  en  a,  de  b  en  t}^,  de  celles  que  donnaient  les 
équations  (7)  et  (8);  elles  satisfont  identiquement  à 
réquation  (i).  L'équation  (7  bis),  dans  laquelle  a  serait 
remplacé  par  sa  valeur  en  x,y^  z  tirée  de  Téquation  (9), 
est  donc  une  intégrale  de  la  proposée  ;  d'ailleurs,  comme 
on  ne  peut  résoudre  l'équation  (9)  si  l'on  ne  particu- 
larise pas  la  fonction  <{/,  on  conservera  le  système  des 
deux  équations  {j  bis)  et  (9)  pour  représenter  l'inté- 
grale obtenue.  Rajoute  que  c'est  l'intégrale  générale  : 
car  si  l'on  veut  avoir  z  =  ^{y)  pour  a:  =  Ç,  il  faudra 
qu'on  ait  en  même  temps 

dF       dF 

l'élimination  dey,  qui  est  possible,  conduite  une  équa- 
tion en  a,  ^{ol)  et  ^'(^),  propre  à  déterminer  ^la  foraïc 
de  la  fonction  ^. 

L'intégrale  complète  conduit  aussi  à  une  intégrale 
singulière  :  remplaçons  a  et  6  par  des  fonctions  a,  ^  de 
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x,^,  z  déterminées  par  les  deux  équations 
,    ,  dF  dF 

les  valeurs  de  z,  p  et  q  tirées  de  Téquatîon 

{7  ter)  F(ar,  y,  z,  a,  P)  =0 

auront  la  même  forme  que  les  valeurs  tirées  de  (7); 
Téquation  (7  ter)  associée  aux  équations  (10)  est  donc 
encore  une  intégrale  de  Téquation  proposée. 

Au  point  de  vue  géométrique,  l'intégrale  complète  (7) 
définit  un  réseau  de  surfaces  dont  l'enveloppe  (283)  est  /^ 

représentée  par  l'intégrale  singulière.  Si  l'on  pose 
a  =  '}(6),  l'équation  (7)  ne  représente  plus  qu'un  fais«  / 

^ean  de  surfaces  dont  l'enveloppe  (282)  est  définie  par  / 

l'intégrale  générale.  \ 

On  pourra  reconnaître  que  la  méthode  qui  nous  zr  r  f\^^i  '^^^ 
permis  de  passer  d'une  intégrale  complète  à  l'intégrale       A    J,.   ^ 
générale  s'applique  sans  difficulté  au  cas  de  n  variables       /         0  ^i  t 
indépendantes.  Soit  , 

(11)  F(ar,,  a^j,  . . .,  ar^,  -s,  «1»  «j,  • . .,  «n)  =  o 

Tintégrale  complète  donnée  :  on  regarde  une  des  con- 
stantes, an  par  exemple,  comme  fonction  des  n  —  1 
autres,  et  l'intégrale  générale  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  ai,  «2j  •••?  <^n-\  entre  Téquation  (11)  et  ses 
dérivées  relatives  aux  paramètres  «4,  «a,  ...,  «/i_|. 

662.  Exemple,  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(i)  mpq  —  z  =  o. 

m  étant  une  constante. Les  équations  (6)  du n°660sont  ici 

mq      mp      '^^pq       P        q 

en  égalant  la  première  et  la  deuxième  fraction,  on  trouve 
rintégrale 

X  —  a 

q  = ; 


\ 
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l'équation  (i)  donne  alors  p  = »  et  l'on  a 

,          z  dx        X  —  a   , 
dz  = 1 dV' 

X  —  a  m      '' 

En  divisant  par  x  —  a,  et  faisant  tout  passer  dans  le 
premier  membre,  on  a 

{x  —  d)dz  —  z  dx       dy  _ 

(j7  —  a)*  tn    ~~ 

On  a  deux  difTérentielles  exactesdont  l'intégration  donne 

s~  Y  b 

—  —  =   —    — >        /W5=(a7  —  CL){y  —  ^)- 


X  —  a       m  m 

L'intégrale  complète  représente  un  paraboloïde  hy- 
perbolique dont  le  sommet  S  a  pour  coordonnées 

X  =  a,     y  =  b^      5  =  0. 

L'intégrale  générale,  définie  par  les  deux  équations 

(•^)    mz  =  {x  —  a)[y  —  <p(a)l.     y  —  o(a)  -h  (a:  —  a)^'{à)  =  o 

représente  l'enveloppe  des  paraboloïdes  en  supposant 
que  leurs  sommets  S  parcourent  une  courbe  C définie  par 
les  équations 

-5  =  0,      y  =  o{x). 

Nous  allons  voir  qu'on  peut  déterminer  o  de  telle 
sorte  que,  pour  x  =  m^z  soit  une  fonction  donnée  de  y^ 
par  exemple  z^=^y.  Les  équations  (2)  donnent 

my  ^-  {m  —  a)[y  —  o{a)\,     y  —  ^(a)  -v  ( m  —  a)f^'{a )  =  o; 

si  l'on  élimine  j',  il  vient 


o'(a) 
ni^{a)  =  a{m  —  a)«p'(ûf),     -^ — ■  = 


m  II 


o(a)       a{m  —  a)      a      m — « 

l'intégration  par  rapport  à  a  est  facile,  et  en  désignant 
par  c  une  constante,  on  trouve 


l.o(a)  =  la  — I(ûi  — a) -+- le,       <p(a)  = 


ca 


m  —  a' 


on  voit  que  le  lieu  c  de  S  est  alors  une  hyperbole. 

Si  l'on  élimine  a  et  6  entre  l'équation  d'un  des  para- 
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boloïdes  et  ses  dérivées  relatives  à  a  et  à  6,  on  trouve 
5=0  pour  l'intégrale  singulière. 

On  aurait  pu  partir  d'une  intégrale  des  équations 
(6  bis)  autre  que  celle  dent  je  me  suis  servi  ;  le  lecteur 
pourra  reconnaître  qu'on  arrive  à  une  intégrale  générale 
équivalente  à  celle  que  nous  avons  obtenue. 

EXERCICES. 

1 .  Int^rer  l'équation  aux  différentielles  partielles 


Solution  : =  ©  (^  ^  **  ) 

z  '  \    z^    / 


2.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  poini  qui  soit  également  distant  du  point  M  de  la  surface  et  d'un 
point  ^fixe  pris  sur  la  droite  donnée. 

Solution  :  Prenant  le  point  fixe  pour  origine  ot  la  droite  donnée 
pour  axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  est 

xi  -+- j«  _{_  2î  =  .rcp  I  î^  j , 

^  désignant  une  fonction  arbitraire 

3.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit 
égale  à  la  distance  de  ce  point  fixe  au  point  ^l  de  la  surface. 

Solution  :  Mêmes  axes  : 

z  -H  /x'  -f- J*  ^-  5*  =  cp  f  -  j . 

i.  Intégrer  l'équation 

(j^^-hj'z)  dx  ^-  {z^-\-  xz)djr  -4-  (  j* —  xx)dz  =  o. 
Solution  :  xj-  -{'rz  =  C(  j  -t-  2  ). 

5.  Intégrer  Véquation  aux  dérivées  partielles 

(p*-\-q^)x—pz  =  o. 
SoLUTiosf  :  On  peut  trouver  Finlégrale  complète 

z*'  =  a^x^  -h  {ay  -\-  b)^. 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX 

DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

Sarfaces  cylindriques,  —  coniques,  —  conoïdes.  —  Surfacet  de  réTolu* 
tion.  —  Lignes  de  niveau,  —  de  plus  grande  pente. 


SURFACES    CYLINDRIQUES. 

663.  On  appelle  surface  cylindrique  toute  surface 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN  qui  se  meut  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  OD,  en  s*appuyant  con- 
stamment sur  une  courbe  donnée  AB,  nommée  directrice. 

Soient 

les  équations  de  la  génératrice  MN  :  a  et  &  sont  des  coeflS- 
cients  constants  qui  expriment  que  MN  est  toujours  paral- 
lèle à  OD  ;  oc  et  6  désignent  des 
paramètres  variables  avec  la  po- 
sition de  la  génératrice.  Soient 

les  équations  de  la  directrice  AB. 

On  exprimera  que  cette  courbe 
et  la  génératrice  se  rencontrent,  en  éliminant  x,  j^  ei  z 
entre  les  équations  (i)  et  (2).  Si 

(3)  ^(a,  6)=ro 

est  le  résultat  de  cette  élimination,  il  faudra,  pour  avoir 
Téquation  de  la  surface  cylindrique,  éliminer  oe  et  S  entre 
les  équations  (i)  et  (3),  ce  qui  donne 

y  (x  —  az,  X  —  bz)  =  o , 


(*) 


I 
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OU 

(4)  y  —  bz^z^^ix  —  az), 

^  désignant  une  fonction  quelconque.  C'est  Téqualion 
la  plus  générale,  en  quantités /i nies,  des  surfaces  cylin- 
driques. 

Réciproquement,  toute  surface  dont  Féquation  a  la 
forme  (4)  est  cylindrique,  car  cette  surface  contient  les 
droites  parallèles  qui  ont  pour  équations 

X  —  aZ  =-~  7L, 

y  —  bz  =  è, 
les  constantes  a  et  6  satisfaisant  à  Téquation  6  =  <t>(a). 

664r.  Pour  avoir  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  cylindriques,  on  diflTérentiera  Féquation  (4), 
tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  ày  :  en  posant 

dz  dz 

on  a 

—  bp  =  «ï>'(-r  —  ciz){\  —  ^p)i 

I  —  bq  —  —  ^'{x  —  az)  x  aq ^ 
doù  résvlte,  en  éliminant  ^'{x  —  az), 
(  5 )  ap  -h  bq  =  ij 

équation  générale,  aux  dérivées  partielles ,  des  surfaces 
cylindriques. 

66S.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices. 

En  eifet,  le  plan  tangent  mené  par  un  point  quel- 
conque {Xjjr^  z)  de  la  surface  a  pour  équation 

Z-^=/>(X-a:)-f-^(Y-^). 

et  la  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  droite 

X=aZ,      Y  =  é>Z, 

est,  comme  Ton  sait, 

ap  -^  bq  =  I . 
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666.  Pour  intégrer Téquation,  aux  dérivées  parlielles, 
des  surfaces  cylindriques, 

a/?  -f-  6y  =  I , 

il  faut  d'abord  (648)  intégrer  le  système 

djr        dr 

a  b 

ce  qui  donne 

X  —  az-=zCy      y  —  bz:=ic'\ 

par  conséquent,  Téquation  ç  {a: —  az,  y  —  bz)  =  o,  ou 

y  —  bz-=.^[r.  —  az) , 

est  l'intégrale  cherchée. 

667.  La  fonction  arbitraire  <I>,  qui  entre  dans  l'inté- 
grale générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  condi- 
tions. 

Si,  par. exemple,  on  veut  que  la  surface  cylindrique 
passe  par  une  courbe  donnée 

(i)  F(j:,7,z)  =  o,      F,(x,7,  z)  =  o, 

on  posera 

(2)  X  —  as  =  a,     jr — ^3  =  6. 

Les  équations  (i)  et  (a)  doivent  être  satisfaites  parles 
mêmes  valeurs  de  x^y^  z^  pour  que  tous  les  points  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  éliminant  x,  7^,  z  entre 
ces  quatre  équations,  ou  trouvera  une  relation  telle  qtie 
ç>  (a,  6)  =  o ,  d'où  6  =  $  (a)  •,  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particulière  de  la  fonction  4>, 

668.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

on  commencera  par  déterminer  la  courbe  de  contact,  ce 
qui  ramènera  le  nouveau  problème  au  précédent.  Or, 
Téquation  (i)  est  déjà  une  des  équations  de  cette  courbe. 
On  obtiendra  une  seconde  équation  en  exprimant  que  la 
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surface  donnée  et  le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en 
chaque  point  de  cette  courbe. 
Le  plan  tangent  à  la  surface  (  i  )  a  pour  équation 

L'équation  du  plan  tangent  au  cylindre  est 

Z  —  z  =/?  (X  —  j:)  H- ^{Y  — j)  : 
on  aura  donc 


d¥ 


dx 


^="7^'    ^"^-^r 


dY 
dz 


En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation 

ap  -<t-  hq -=•  \  ^ 


on  aura 

(2) 


£/F       ^dY       d? 
dx  dy         dz 


Les  équations  (i)  et  (a)  déterminent  complètement  lit 
courbe  de  contact. 


Fig.  X14. 


M 


lO 


B/ 


SURFACES    CONIQUES. 

Ç69.    On  appelle  surface  conique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  indéfinie  KN  qui  passe  par  un  point 

fixe  K,  et  rencontre  constam- 
ment une  courbe  donnée  ANB, 
nommée  directrice. 

Soient  a,  &,  c  les  coordon- 
nées du  point  K.   La   généra- 
^        irice  KN  sera  représentée,  dans 
une  de  ses  positions,   par  les 
équations 

X  —  a  =  a  (s  —  c), 

7  —  6  =  6(2  — c). 
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a  et  6  étant  deax  paramètres  qui  varient  arec  la  position 
de  la  génératrice.  Pour  exprimer  que  cette  droite  ren- 
contre la  courbe  AB,  on  éliminera  x^  jr  et  z  entre  les 
équations  (i)  et  les  équations 

(2)  F(jr,  r,  z)=:o,      ¥^(jr^yyZ)  =  Oy 

qui  représentent  la  directrice  ANB.  On  obtiendra  ainsi 
une  relation 

\Z)  9(a,  C)z=o; 

en  éliminant  ensuite  a  et  6  entre  les  équations  (i)  et  (3), 

(X  —  a     Y —  ^\ 
9  " )  =  O,  OU 
z  "~~"  c      2  —  c  y 

, ,,  r  —  h  (x —  a\ 

(4)  T:r7  =  H"r=7)» 

équation  générale,  en  quantités  finies ^  des  surfaces  co- 
niques. 

670.  L'équation  (4)9  diOerentiée  successivement  par 
rapport  à  x  et  à  j^,  donne 

—  (r-'à)p  __      /x  — fl\  Vz-'C^[x--a\p\ 

— - —  j  entre  ces  équations,  on  aura 

d*où 

(5)  z^c:=[x-^a)p^(y-h)q, 

équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  co- 
niques. 

671.  Pour  intégrer  l'équation  (5),   on  résoudra   le 


système 
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20D 


b        z  —  c 


qui  a  pour  intégrales 


a 


z  —  c 


=  c. 


y-b 


Z  —  C 


=  C'. 


ce  qui  donne 


—  b  I X  —  a\ 
C  \z  —  c  J 


l-b 

z 


c'est-à-dire  Téquation  (4)-  La  fonction  arbitraire  4>  sera 
déterminée  par  la  condition  que  la  surface  conique  passe 
par  une  courbe  donnée,  ou  soit  tangente  à  une  surface 
donnée.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  problèmes 
est  indiquée  aux  n°'  667  et  668. 

SURFACES    CONOÏDES. 

672.  On  appelle  surface  conoïde  toute  surface  engen- 

.  drée  par  une  droite  parallèle  à 

Fie.  "5.  1        J         '  '      1 

un  plan  donne,    nomme  plan 

directeur  y  et  qui  est  assujettie 

à  rencontrer  une  droite  et  une 

courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un 

plan  parallèle  au  plan  directeur, 

et  pour  axe  des  z  la  directrice 

rectiligne. 


Soient 


(0 


F  (or,  r,  z)  =  o, 


les  équations  de  la  directrice  curviligne  AB. 
Les  équations  de  la  génératrice  MN  seront 

(a)  «=ra,     ^  =  ex, 

et  si  Ton  élimine  x,/,  z  entre  les  quatre  équations  (i) 
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et  (2^)9  on  aura  une  cerlaine  équation 

(3)  <p(a,  6)  =  o 

exprimant  que  la  génératrice  MN  rencontre  la  directrice 
AB.  Si  donc  on  élimine  a  et  S  entre  les  équations  (a) 

et  (3),  on  aura  f  (  z,  ~  j  =  o,  ou 

(4)  «=*(J): 

c'est,  en  quantités  finies ^  Téquation  des  surfaces  CO" 
noïdes, 

673.  En  diflerentiant  Téquation  (4)9  on  aura 

,=..(J):, 

d'où  Ton  conclut 

(5)  px-hqyz=zOj 

équation    aux    dérivées  partielles   des    surfaces  co- 
noïdes. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M,  contient  la  génératrice  correspondante. 
En  effet,  si  dans  Téquation  du  plan  tangent 

on  fait  X  =  o,  Y  =  o,  il  en  résultera 

Z  —  z=  —  px  —  qjrzzzo,      d'où      Z  =  «. 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  Taxe  des  z  au  même  point 
que  la  génératrice  KIVI,  et,  par  suite,  il  contient  celle 
droite  avec  laquelle  il  a  déjà  le  point  M  commun. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 

67i.  Les  surfaces  de  résolution  sont  celles  que  l*on 
obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  Gxe,  nommée  axe  de  i^volution. 
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Pour  plus  de  simplicité  prenons  Torigine  sur  Taxe  OD. 
Soit  ÂM B  la  courbe  génératrice.  Dans  le  mouvement  de 


Fig.  116. 


cette  ligne  chacun  de  ses 
points  décrit  une  circonfé- 
rence, et  Ton  peut  considé- 
rer la  surface  de  révolution 
comme  le  lieu  des  circon- 
férences de  cercle  qui  ont 
leurs  centres  sur  Taxe,  leurs 
plans  perpendiculaires  à  cet 


axe,  et  qui  rencontrent  la  courbe  AB. 
Soient 


(0 


abc 


les  équations  de  la  droite  OD,  et 


(2) 


(3) 


(  X*  -+-7»  H-z»  r=a, 
I  ax  -^  bjr  -^  cz  =:  Z 

les  équations  du  cercle  mobile,  considéré  comme  Tinter- 
section  d^une  sphère,  ayant  son  centre  au  point  0,et  d'un 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  OD. 

Soient 

F  (x,7,  z)  =0, 

les  équations  de  la  courbe  AB.  En  exprimant  que  le  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  ou  parviendra  à  une  certaine 
relation 

(4)  ^(a,  e)=:o, 

et  si  l'on  élimine  ensuite  a  et  6  entre  les  équations  (a) 
et  (4)  y  on  aura 

f  (x^  -4-  J^*  -f-  2*,  ax  -h  bjr  -\-  cz)  =  o 
ou 

(5)  ax  -^  ùjr  -h  cz=z  <|>(x'  -hj*-+-«*)i 

équation  générale,  en  quantités  Jinies,  des  surfaces  de 
révolution. 


2o8  COCES    D*AXALTSE. 

* 

675.  Pour  obtenir  Téqualion  aux  dérivées  partielles, 
on  diflerentiera  Téquation  (5),  ce  qui  donnera 

a'^rpz=  2*'(x»  -h  j*  -+-  2»)  { Jr  -4-  zp)^ 
b-hcqz=  a4»'(x»  4-  ?"  +  «*)  (X  -H  «7)> 
d^où,  en  éliminant  la  fonction  4>', 

a  -h  rp       T  ^  zp 

==: > 

b  -¥  cq         Y  -^  zq 

et,  par  suite, 

(6)  (cy — bz)p  -h  [az  —  ex)  q  :=!  bx  —  afy 

équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales 
d'une  surface  de  révolution  rencontrent  Taxe. 

En  effet»  si  Ton  élimine  X,  Y,  Z  entre  les  équations 
de  la  normale 

J    X  — X-«-;?(Z  — «)=:0, 

'^^  I  Y-r-+-7(Z-z)  =  o, 

et  les  équations  de  Taxe 

(8)  X=-Z,      Y=r-Z, 

ce 

on  retrouve  précisément  l'équation  (6). 

677.  Pour  intégrer  Téquatiou 

(i)  (O"—  bz)p-\-  (az^cx)q  =  bx  —  aXf 

il  faut  commencer  par  intégrer  les  équations  simultanées 

d.r  dy  dz 

cjr  —  ùz       az  —  rx        bx  —  ajr 

Or,  si  Ton  représente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,  il  en  résultera 

dxzzzi^cx  —  bz)diy 
(a)  ^dx—-{az  —  cx)dt^ 

dz  =  (^jf —  ax)dt. 
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En  ajoutant  ces  trois  dernières  équations  multipliées 
respectivement  par  ar,  ^,  z,  on  trouve 

xdx  -^ydy  -^  zdz  =  o, 

d'où 

ipt  ^yt^z^  =  C. 

Si  l'on  ajoute  les  mêmes  équations  respectivement 
multipliées  par  a^  b,  c,  on  a 

adx  -f-  bdy  ■+-  cdz  =  o, 
d'où 

cur -^  by -Jf  cz  —  G'. 
Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

(3)  ax -\-by -^cz  ^=^^{x^ -^y* -\' z^), 

678.  Les  équations  (i)  et  (  3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  Taxe  des  z.  Elles  se  réduisent  à 

py  —  qxr=o, 
z  =  4»(a?*  -+-j^*). 

On  pourrait  les  trouver  directement. 

DES  LIGlfES  DE  NIVEAU  ET  DES  LIGNES  DE   PLUS  GRANDE 

PENTE. 

679.  On  appelle  lignes  de  niveau  sur  une  surface  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  horizon- 
taux. Supposons  la  surface  rapportée  à  trois  plans  de 
coordonnées  dont  l'un,  celui  des  xy  par  exemple,  soit 
horizontal  :  une  ligne  de  niveau  quelconque  se  projet- 
tera sur  ce  plan  en  vraie  grandeur,  et  l'équation  de  sa 
projection  se  déduira  de  celle  de  la  surface  en  y  rem- 
plaçant z  par  une  constante  convenable. 

Quand  on  se  déplace  d'une  manière  quelconque  sur 

la  surface,  on  a 

dz  =/)  dx-^  q  dy\ 

le  long  d'une  ligne  de  niveau,  dz  est  nul,  et  l'on  a,  pour 
Sturh.  —  Jn.^  II.  i4 
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le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  ligne  oa  à 
sa  projection  horizontale , 

dy  p 

la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  de  ni- 
veau est  une  horizontale  du  plan  qui  touche  la  surface 
au  même  point. 

680.  Parmi  toutes  les  droites  menées  par  un  point 
dans  un  plan,  il  en  est  une  qui  fait  avec  Thorizon  un 
angle  plus  grand  que  toutes  les  autres  :  c'est  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  et  l'on  sait  qu'elle  est  per- 
pendiculaire à  toutes  les  horizontales  du  plan. 

Sur  une  surface,  on  appelle  ligne  de  plus  grande 
pente  une  ligne  telle  que  sa  tangente  MT  en  un  quel- 
conque  de  ses  points,  M,  soit  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  en  M;  elle  est  plus  inclinée  sur 
rhorizon  qu'aucune  des  droites  qui  touchent  la  surface 
au  même  point.  La  droite  MT  est  perpendiculaire  à 
rhorizontale  MH  du  plan  tangent,  c'est-à-dire  à  la  tan- 
gente à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  en  M;  pour  que 
l'angle  HMT,  dont  un  côté  est  horizontal,  soit  droit,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  projections  horizontales  de  MH 
et  de  MT  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  nous 
avons  vu  (i)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  première 

est  —  -:  celui  de  la  seconde  doit  être  égal  à  ->  et  l'on 
q  ^        P 

aura,  tout  le  long  d'une  ligne  de  plus  grande  pente, 

Si  l'on  remplace  p  et  g  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X  et  y  tirées  de  l'équation  de  la  surface,  on  pourra 
intégrer  l'équation  (2),  ce  qui  fera  connaître  la  projec- 
tion horizontale  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  carac- 
térisée par  la  valeur  de  la  constante  d'intégration;  c'est 
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une  trajectoire  orthogonale  des  projections  des  lignes 
de  niveau. 

Pour  qu'une  ligne  tracée  sur  une  surface  soit  une  ligne 
déplus  grande  pente,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ortho- 
gonale aux  lignes  de  niveau  qu'elle  rencontre.  Sur  une 
surface  de  révolution  à  axe  vertical,  les  parallèles  sont 
des  lignes  de  niveau  ;  les  courbes  méridiennes,  orthogo- 
nales aux  parallèles,  sont  les  lignes  de  plus  grande  pente. 

681 .  Considérons  un  ellipsoïde  défini  par  l'équation 

(3)  Ax*-hBjri-^Cz*  =  Uy 

le  plan  des  xy  étant  toujours  horizontal.  On  voit  que  les 

lignes  de  niveau  sont  des  ellipses  homothétiques.  Pour 

déterminer  les  lignes  de  plus  grande  pente,  je  tire  de 

Péquation  (3) 

Ax  By 

si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  z  disparaît 
et  l'on  a 

dx       Kx  y  X 

Les  intégrales  des  deux  membres  sont  des  loga- 
rithmes ;  en  passant  aux  nombres  correspondants  et  dé- 
signant par  m  une  constante  arbitraire,  on  trouve 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont,  en  général,  à 
double  courbure  et  se  projettent  horizontalement  sui- 
vant des  lignes  paraboliques  passant  à  l'origine  :  toute- 
fois, en  prenant  m  nul  ou  infini,  on  a  les  ellipses  princi- 
pales, dont  les  plans  sont  verticaux.  La  constante  m  se 
calcule  en  exprimant  que  la  courbe  (4)  passe  par  un 
point  donné;  si  ce  point  coïncidait  avec  l'origine,  la 
valeur  de  m  serait  naturellement  indéterminée. 


14. 


212  COURS    d'analyse. 
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SUITE  DES  APPUCATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

Surfaces  déTeloppables.  —  Intégration  de  Téquation  des  surfaces  dér»- 
loppables.  —  Sarfaces  réglées.  —  Équation  de  la  corde  TÎbrante. 


DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  déi^eloppables  celles  qui 
étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent  s'appli- 
quer sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature.  Telles 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

Toute  surface  développable  peut  être  considérée  (n®  6*) 
comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe,  nom- 
mée arête  de  rebroussement  de  la  surface.  II  n'y  a  d'ex- 
ception que  pour  le  cône,  où  l'arête  de  rebroussement  se 
réduit  à  un  point,  et  pour  le  cylindre,  où  cette  courbe  passe 
à  rinfini;  mais  comme  nous  avons  déjà  examiné  ces  cas 
particuliers,  nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  suit. 

683,  Soient 

(i)  x=/(z),     y  =  ^{z) 

les  équations  de  Farête  de  rebroussement.  Les  ëquatioii& 
de  sa  tangente  en  un  point  (a,  6,  y)  seront 

(^j  i'-/(7)=/'(7)(^-7). 

Ir  — ?(7)  =  ?'(7)(2  — 7)- 
En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  aura  Téquation 
de  la  surface  développable.  Mais,  au  lieu  d'opérer  cette 
élimination  qui  ne  peut  se  faire  qu'en  particularisant  la 
forme  des  fonctionsy*et  (f^  nous  allons  chercher  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  indépendante  de  ces  fonctions, 
et  qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les 
surfaces  développables. 


(3) 
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684.  Les  équations  (2)  déterminent  z  et  y  quand  x 
eiy  sont  connus.  On  peut  donc  considérer  ^  et  7  comme 
des  fonctions  de  x  et  de  y.  En  différentiant,  tour  à  tour, 
ces  équations  par  rapport  k  xet  ky^  on  aura 

-/'(7)  £  =/'(7)  {p  -  S) +/"(')  ('  -  ^)  S' 

-/'(7)  J  =/'(7)  (^  -  ^)  +  r(y)  («  -  7)  ^. 

-T'(7)J=/(7)(?-g)  +  ?"(7)(«-7)J: 
ou  bien,  en  simplifiant, 

«=;'/'(7)+/'(7)(*-7)È' 
o  =  7/'(7)+/'(7)(»-7)§' 

o  =  /'?'(7)-t-T''(7)(«-7)^' 

«=^T'(7)+f"(7){»-7)^- 

£n  éliminant,  entre  ces  quatre  équations  [z  —  y)  -7^9 
(^  —  7)  j^  ®'  7»  ^1  restera  une  relation  entre  p  et  q^ 

(5)  q  =  ^(j>), 

équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les  sur- 
faces développables,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbitraire. 

685.  Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  pour  les  surfaces  cylindriques  dont  l'équaliou  aux 
différentielles  partielles  est 


(4) 
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II  semble  qu'il  y  ait  ezceplion  pour  les  surfaces  CO' 
niques  dont  l'ëquation  aux  di/férentielles  partielles  est 

mais  si  l'on  prend  1  équation  en  quantités  finies 

on  voit  que  z  —  c  étant  une  fonction  homogène  du  pre- 
mier degré  dejr  —  i  et  de  x  —  a^p  eiq  seront  des  fonc- 
tions homogènes,  et  du  degré  o,  des  mêmes  dljÛPérences 
(I,  177)  \  on  aura  donc 


=  Fr 


^^)-  ^M^j' 


et,  en  éliminant on  obtiendra  une  relation  entre  p 

'  X  —  a  "^ 

et  q.  Cette  relation  dépendra  de  la  fonction  cp,  tandis  que, 

dans  Téquation  des   surfaces  cylindriques,  la  relation 

entre  p  et  ^  ne  dépend  que  des  constantes  qui  définissent 

la  direction  des  génératrices. 

686.  L'élimination  indiquée  n^  684  peut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoutant  la  première  et  la  troisième 
équation  du  système  (4)9  respectivement  multipliées  par 
iS("[y)  et  — f"[y)'i  on  «tira 

(5)  ^'\l)  =  P[f{l)  ?"(7)  -  ?'(7)r(7)]- 

La  seconde  et  la  quatrième  équation  traitées  de  la 
même  manière  donnent 

(6)  /'(7)  =  9  [î'(7)/"(7)  -/'(7)  fit)]- 

Il  no  restera  donc  plus  qu'à  éliminer  y  entre  les   deux 
dernières  équations. 

687.  Soit 

(7)  q^¥p) 
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l'équation  aux  dérivées  partielles^  du  premier  ordre, 
résultant  de  rélimination  précédente.  Posons 

dp      d*z 


dx      dx^ 


=  r. 


dy"  dx~  dxdy        ' 

dq  _d*z  _^ 
dy  ~  dy^  ~ 

En  difierentiant  Téquation  (7),  successivement  par 
rapport  à  x  et  à  j^,  nous  aurons 

t  =  sy(p), 

d'où,  en  éliminant  ^'(/7), 

(8)  s*~rt  =  o, 

équation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonctions 
particulières  /  et  (f.  C'est  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, du  second  ordre,  des  surfaces  développables. 

INTÉGRATION     DE    l'ÉQUATION     AUX    DÉRIVÉES     PARTIELLES 

DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

688.  Pour  effectuer  cette  intégration,  nous  nous  ap- 
puierons sur  une  proposition  générale  que  nous  allons 
d'abord  établir. 

Soient  u  et  V  deux  fonctions  des  mêmes  variables 
indépendantes  x^y^  z  \  si  Vune  d'elles^  v,  se  réduit  à 
une  /onction  de  Vautre^ 

(1)  ^==Hu\ 

les  dérii^ées  partielles  de  u  et  v  seront  proportion- 
nelles,  et  réciproquement. 

La  première  partie  s'établit  en  différentiant  l'iden- 
tité (i)  : 

dv        ,,,.  du       dv        ...     .du 
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Réciproquement,  si  Ton  a 

dv  ^  ^  du      ^^  _\  ^^      ^^  ■__  ^  ^^ 
dx  ~"      dx^     liy  ~      dy       dz  ~"      dz 

\  étant  une  fonction  quelconque  de  x^  y,  z^  il  suffit 
d'ajouter  membre  à  membre  les  égalités  précédée  les, 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  dx,  dy^ 
dz^  pour  trouver  la  relation 

dv=  Xdu, 

dç  et  du  étant  des  différentielles  totales  :  il  en  résulte 
(533  et  534)  que  v^  se  réduit  à  une  fonction  de  la  seule 
variable  u, 

689.  Cela  posé,   Téquation    des   surfaces    dévelop- 
pables 

(2)  rt^s* 

nous  donne 

r       s  dp    dg      dp    dq 

S  ~~  t^  dx  '  dx'*  dy  '  dy' 

donc,  en  vertu  de  la  proposition  établie  n®  688,  q  est 
une  fonction  de  p  et  Ton  peut  écrire,  comme  intégrale 
première  de  l'équation  (2), 

(3)  ,j.(;>)-^=o. 

C'est  une  équation  non  linéaire  entre  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  de  z^  et  nous  sommes  con- 
duits (660)  à  chercher  une  intégrale  des  équations 

dx     _  dy  _  dz  _  ^P  ^  ^9  , 

on  obtient  une  intégrale  en  égalant/)  à  une  constante  a^ 
et  l'on  en  déduit,  eu  égard  à  la  relation  (3), 

q  =  ^(a),     dz  =  adx -\-^{a)dy\ 

intégrant  celte   différentielle   et  désignant  par    b   une 
nouvelle  constante,  on  trouve  une  intégrale  complète 
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de  réquation  (3), 

(4)  z  =z  ax  -\-}^^{a)-hb 

Pour  en  déduire  Tintégrale  générale  de  l'équation  (3), 
et,  par  suite,  de  Téquation  (a),  il  faut  (n°  661  )  rempla- 
cer b  par  une  fonction  arbitraire  F(fl)  et  éliminer  a 
entre  les  équations 

(5)  s  =  ax^-jTf^  (a)  -h  F  (a), 

(6)  o=    a?-+-^<^'(a)-i-F'(a). 

L'intégrale  générale  renferme  deux,  fonctions  arbi- 
traires ;  elle  représent  la  surface  enveloppe  des 
plans  (5).  Cette  surface  est  le  lieu  des  droites  défi- 
nies par  les  équations  (5)  et  (6).  Une  quelconque  de 
ces  droites,  D,  rencontre  la  droite  infiniment  voi- 
sine D',  si  Ton  néglige  des  infiniment  petits  d'ordre  su- 
périeur au  premier.  Les  équations  de  D'  se  déduisent 
des  équations  (5)  et  (6)  en  y  remplaçant  a  par  a  4-  da; 
si,  des  équations  ainsi  formées  on  retranche  les  équa- 
tions dont  elles  dérivent,  et  si  Ton  divise  par  da^  on 
aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites, 

la  première  équation  coïncide  avec  Téquation  (6),  et 
les  droites  D,  D'  se  coupent  en  un  point  dont  les  coor- 
données sont 

F' 

le  Heu  de  ce  point  est  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface,  arête  dont  les  tangentes  sont  les  généra- 
trices D. 
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DES    SURFACES    RÉGLÉES. 


690.  Les  surfaces  développables  sont  un  cas  parliculier 
des  surfaces  réglées^  c'esl-à-dire  de  celles  qui  s^engen- 
drent  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  On  nomme 
surface  gauche  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  déve» 
loppable. 

Soient 


r  =  *.  +  e 

les  équations  d'une  droite  :  si  a,  6,  a,  6  sont  des  fonc- 
tions d'une  même  indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  (x)  se  déplacera  succes- 
sivement dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 
On  aurait  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  y  entre 
les  équations  (i). 

Les  quatre  paramètres  variables  a,  &,  a,  6  étant  des 
fonctions  d'une  même  indéterminée,  on  peut  considérer 
ti*ois  d'entre  eux  comme  des  fonctions  du  quatrième.  On 
peut  même  considérer  a,  6,  or,  6  comme  des  fonctions  de  x 
et  dej^.  Car  si  Ton  élimine  z  entre  les  équations  (i),  on 
aura  une  relation  entre  x^j  et  les  paramètres  a,  b^  a,  6, 
qui  sont  des  fonctions  de  y.  On  peut  donc  dire  que  7,  et, 
par  suite,  a,  6,  a,  S  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

691.  Diflérentions  l'équation 

tour  à  tour  par  rapport  à  a:  et  à  j*,  en  regardant  a  et  a 
comme  des  fonctions  de  ces  deux  variables  :  nous  aurons 

d(j        dx 
,ov  da        doL 

(3)  O^^aq-^-Z- h   -r-' 

^  '  djr        dx 
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Ajoutons  ces  équaiions  respectivement  multipliées  par  — 

da 
et  —  7"  •  ^"^  observant  que 

dot  da        da  da 

=  o, 

dx  djr        dy  dx 

puisque  a  et  a  sont  fonctions  Tun  de  l'autre,  comme 
étant  fonctions  du  même  paramètre  y  (n®  688),  nous 
aurons 

,  f.  da  l     da  da 

En  différentiant  Téquation  ^  =  6z  +  6^  et  remarquant 

dh    dh  '  \\       s  ^f^    da  , 

que  — 5  —  sont  proportionnelles  a  —  »  —  >  on  aura  de 

même 

Si  maintenant  on  élimine  le  rapport  —  :  —  entre  les 
équations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 

da  ,  .  'da 

da  ,       r//i 

il  viendra 

(i  —  ap)  (i  —  bq)  —  ahpq  ±=  o, 
ou 

(6)  ap  -h  bq  =  ij 

équation  diiTérentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seu- 

iementdeuxfonctions,aet&,derindéterminéey.  En  ayant 

égard  à  cette  relation,  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent 

s'écrire 

,  da  da 

^'^  \dh  db 

dy  dx 
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692.  Cherchons  maintenant  Téquation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  En  différentiant,  tour  à  tour, 
Péquation 

ap  -h  bq  =1 

par  rapport  à  ^  et^,  nous  aurons 

,  da         db 

ar -^  b,  ^  p -^  + q -g^  =  o, 

, ,  da         db 

as  -h  bt  -{-  p  -j-  -^  ç  -7-  =  o, 
^  d/      ^  dy 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées,  la  première 
par  a,  la  seconde  par  6,  et  en  ayant  égard  aux  équa- 
tions (7),  nous  aurons 

a'  r  -h  2  abs  4-  6*  f  =  o, 

a 
ou,  en  posant  t  =  c, 

(8)  c»r-i-2C5-i-f  =  o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu^une 
seule  fonction  arbitraire  e. 

693.  Soient 

d}z  __dr  _ 
rfar'  ^  dx~'    ' 

d^z         ^''  _  ^*  _ 
dx"^  dy  "^  dy^  dx^    ' 

(Pjs  dt       ds 

=  cv. 


dxdy^       dx      dy 

d^z  _dt^_ 
dy^  ~~  dy^ 

Différentions  l'équation  (8),  tour  à  tour,  par  rapport  à 
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X  et  à  ^  :  il  viendra 

de  de 

c^u  -I-  lev  4-  w  +  ^er— y-^s  -r-  =0, 

dx  dx 

de  de 

c*tf  -h  acw-h  M  -h  2er-- — h-  us  -—  =o. 

djr  djr 

Multipliant  la  première  parc  et  ajoutant,  il  en  résulte 
(g)  c*  a  •+  3  c'p  -I-  3  rcp  -h  u  =  o  ; 

car  c -^    -{--7-  est  nul,   en  vertu  des  équations  (7), 

puisque 

de       ^  ^  1_\  h^  _    î^      h^— A^l 

dx       dy  ~  b^Y      ^^  ^  ^y  ^y\ 

L'équation  auic  dérivées  partielles,  du  troisième  or- 
dre, résultera  de  Télimination  de  c  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9). 

ÉQUATION    nE    LA    CORDE   VIBRANTE. 

694.  On  démontre  en  Mécanique  que  le  mouvement 
des  différents  points  d'une  corde  vibrante,  fixée  à  ses 
deux  extrémités,  est  représenté  par  Téquation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre 

d^u  d^u 

MP  =  M,  AP  =  X  sont  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la 
corde ,  l'origine  étant  l'extrémité  A  ;  y  désigne  le 
temps. 

Pour  intégrer  l'équation  (1),  prenons  deux  nouvelles 
variables  a  et  6,  liées  aux  variables  a:  et^  par  les  équa- 
tions 

(2)  a=x  -h  ajTf     6  =  or  —  ûjr. 

Si  de  ces  équations  on  tirait  les  valeurs  de  x  et  dey  en 
a  et  6,  et  qu*on  les  portât  dans  la  fonction  cherchée  u^ 
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cette  dernière  deviendrait  une  fonction  explicite  de  a  et 
de  6.  On  peut  donc  considérer  u  comme  une  fonction  de 
sr  et  de  6.  On  aura  alors,  à  cause  des  équations  (a), 


du       du       du 
dx       da.    '    dZ 

d^u 
d.T^ 

d^ii              d^u         d^H 
du^     '    ^  dad&    ^    d^^ 

On  trouvera  de  même 

d^u ^  /d^u  d^n         d^ii 

En  portant  ces  valeurs  dans  Inéquation  (i),  on  aura, 
après  les  réductions, 

d^u 

Cette  équation  est  facile  à  intégrer.  Elle  peut  s'écrire 

du 

d  — 

d^ 

donc  —  ne  dépend  pas  de  a,  et  l'on  a 

xs  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit 

et,  par  conséquent,  en  représentant  par  ^  (6)  l'intégrale 
(7(6)e26,  ^  désignant  encore  une  fonction  arbitraire, 


/■ 


on  aura 

c'est-à-dire 

(4)  u=i^{x-^ajr)  -h-if{x  —  ax)* 
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Telle  est  l'intégrale  générale  de  Téquation  (i);  on 
peut  d'ailleurs  la  vérifier  par  la  diflérentiation. 

695.  L*intégrale  générale  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires <p  et  ^  qui  se  déterminent  par  deux  conditions 
distinctes.  Ordinairement  on  suppose  connues  l'ordonnée  u 

et  sa  dérivée  —  pour  tous  les  points  de  la  corde,  à  Tori- 
gine  du  temps,  c'est-à-dire  pour  j^  =  o .  Alors  l'ordonnée,  u, 
et  la  vitesse  verticale  —  de  chaque  point  sont  des  fonc- 
tions données  de  x.  Posons 

u  =/(ar . ,     —  =/  [x] ,  pour  ^  =  o. 

On  aura,  en  faisant  j=^o  dans  l'équation  (4),  et  dans  sa 
dérivée   par  rapport  ky^ 

^(x)+4,(x)=/(x), 
De  cette  dernière  on  déduit 

?w~^w=~y/.w^+c=F(x)+c, 

F  [x]  étant  une  fonction  connue,  et  G  une  constante  arbi- 
traire. Par  conséquent  on  a 


+  W  =  î[/(')-F(*)-c]; 


d'où 


"  =  ^  /(^  ^-  ay)  -t-/(a?  —  ay)  -h  F(a?  4-  ay)  —  F(a?  —  a^)  . 

La  valeur  de  u  est  complètement  déterminée.  Comme  on 
devait  s'y  attendre,  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-même. 
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EXERCICES. 

1.  Discuter  la  surfiice  représentée  par  l'équation 

Solution  :  Surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  ren< 
contrer  une  droite  donnée  et  deux  circonférences  données. 

2.  Intégrer  l'équation 

d^z  y       dz  __ 

cLcdf       I  —  y^  dx~   ^' 

Solution:    z  —  <p(7)-H<Kx) /i— j*  — flx(i— ^*). 


CINQUANTE-QUATRIÈME    LEÇON. 


225 


CINQUANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

COURBURE  DES  SURFACES. 

Cotjarbure  dMne  ligne  située  sar  une  surrace.  —  Théorème  de  Meunier.  — 
Courbure  d'une  section  normale.  —  Sections  principales.  —  Variation 
des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d'une  surface.  —  Détermination  des  ombilics. 


COUBBURE   d'une  LIGNE  SITUÉE  SUR  UNE  SUKFACE  DONNÉE. 

696.  Soii 

(l)  f{x,y,z)z=zo 

Téqualion  d'une  surface.  Posons,  pour  abréger, 


dz 


dz 


dx"'^'     dy 


d^z 


d^z 


9i 
d^z 


:=S, 


=zt. 


dx  dy         '      dj-" 

Considérons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 

point  M(x,  ^,  z)  de  la 
surface  (i).  Soit  0  Tangle 
que  le  rayon  de  courbure 
R  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirigé  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 
MP  à  la  surface,  au  même 
point. 

La  normale  MP  ayant  pour  équations 

X  —  *  =  — />(Z  —  z), 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respec- 
tivement 


Sturm.  —  An.y  II, 


V^i-+-/>'-+-^* 


10 
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La  droite  MN  fait  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour 
cosinus  (I,  292) 

dx  dy  dz 

d —  d—  d-- 

^      dl        ^      dl        ^      dl 

^-dT'    ^-df'    ^-dT' 

en  désignant  par  dl  la  diûerentielle  de  Tare  de  courbe. 
On  aura  donc 


(2) 

Or, 
d'où 


Mais 


donc 


,dz  ,dx  ,dy        ,    dx        .    ^Y 

'^di=p^-di^'i'^ii-^'^PTi^''''tt 


dp^=.rdx -^  sdy-y     dq  =  sdx '\- tdx\ 


dz  ^dx  ^dy       ,     ,  ^  ^dx       ^    _  ,  x  ^^ 


ou 


dz              dx  dy 

d-j-           d-r  d  — 

dl               dl  dl 

"rfZ"  ~'^^l  ^     dl 


On  a,  par  conséquent. 


='(S)'-»4:i -'($)■ 


fdxY  dx 

cos0  =  R~-^ ' 


dl       \dl) 


^ï-hp^-hq^ 


d'où 


(3)  R=  v/i-h/?'-h7»cosO 


(Uy  dx  djr         /dry 
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Maïs  -7:1  -77  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à 
al     al  w       ^  « 

la  courbe  considérée  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y^ 
eu  désignant  ces  angles  par  a  et  S,  on  aura 


(4)  R^  v/'+A^-^V-cosO 


rcos*a  -f-  2  5C0sa  cos6  -+-  /  cos'6 


formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
quelconque  faite  dans  une  surface,  en  un  point  donné. 

697.  La  valeur  de  R  devant  être  positive,  il  faut  que 
cos6  soit  de  même  signe  que  le  dénominateur.  Ainsi, 
Tangled  doit  être  aigu  ou  obtus  selon  que  ce  dénomina- 
teur est  positif  ou  négatif,  ce  qui  détermine  dans  quel  sens 
le  rayon  de  courbure  doit  être  porté  sur  la  direction  de 
la  normale  principale. 

THÉOEEME    DE    MEUNIER. 

698.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
cosd  =  d=  c,  c'est-à-dire  si  le  plan  osculateur  passe  parla 
normale  à  la  surface,  on  aura,  en  désignant  par  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  section  normale, 


(5)  p=  >/.  +  /"  +  </• 


rcos'a  -r-  2fcosacos6  -f-  /cos'6 

et,  par  suite, 

(6)  R  =  pcosô. 

De  là  ce  théorème  dû  à  Meunier  :  Le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d*une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face est  égal  au  produit  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  contient  la  tangente  à  la  courbe, 
multiplié  par  le  cosinus  de  P angle  que  le  plan  de  la 
section  normale  fait  ai^ec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  Si  Ton  considère  deux  courbes  planes  ayant  la 
même  tangente  au  point  M  et  situées,  Tune  dans  un  plan 

ID. 
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oblique,  Tautre  dans  un  plan  normal,  on  peut  encore 
énoncer  le  théorème  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  cette  courbe^  du  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale. 

Par  conséquent,  si  une  sphère  a  le  même  centre  et  le 
même  rayon  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  plans  menés  par  la  tangente  à  la  section 
normale  couperont  la  sphère  suivant  des  petits  cercles 
qui  seront  les  cercles  osculateurs  des  sections  obliques 
faites  dans  la  surface  par  ces  différents  plans. 

COURBURE    DES   -SECTIONS    NORMALES. 

700.  La  formule  (3)  du  n®  696  permet  de  déterminer  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  en 
un  point  d'une  surface;  il  suffit  d'y  supposer cosO  =  ±:  i , 
puisque  le  plan  osculateur  à  la  section  considérée  est 
normal  à  la  surface.  Mais,  afin  d'établir  plus  simplement 
les  lois  découvertes  par  Euler,  et  suivant  lesquelles  varie 
la  courbure  des  diverses  sections  normales  menées  par  un 
point  de  la  surface,  nous  prendrons  ce  point  (a;,  j^,  >s)pour 
origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  même  point.  L'axe  des  z  sera  la 
normale,  et  Ton  aura/?  =  o^q  =  o.  En  désignant  par  <p 
Fiç.  119.  l'angle  que  la  tangente  OT  à  la 

section  normale  considérée  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  a 

dx  dy   . 

-^         ar  =  '°''?'   :5/''"^- 

D'ailleurs,  on  a  cosô  =  liz  i, 
selon  que  le  rayon  de  courbure 
est  dirigé  dans  le  sens  de  l'axe  des  z  ou  dans  le  sens  op- 
posé. On  aura  donc 

^ ^j ^_. 

"      rcos*^ -h  a*  siû«p  cosïp-l- <  sin*«p' 
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mais  on  peut  supprimer  le  double  signe  et  écrire  sim- 
plement 

(2)  p  = : ,     .     ,       ? 

'        r  cos'ç -h  2  5  sincp  cos<p  H- f  sin'cp 

pourvu  que  Ton  convienne  de  porter  la  valeur  absolue 
du  rayon  sur  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  z  positifs  si  le 
dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

SECTIONS    PRINCIPALES. 

701 .  Si  le  plan  normal  tourne  autour  de  Taxe  des  z,  le 
rayon  p  variera  en  même  temps  que  Tangle  cp.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
ce  rayon.  Comme  ces  valeurs  correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  du  dénominateur  dans  la  formule  (2),  il 
faudra  égaler  à  o  la  dérivée  de  ce  dénominateur;  on  aura 

(/—  r.)  2sinf  cosf +  3f  (cos'f  —  sin'ç)  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  f  lang'y -+- (r  — /)  tangy  —  *  =  o. 

Cette  équation  donne  pour  tang(f  des  valeurs  réelles, 

dont  le  produit  est  égal  à  — 1 . 
Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  Tangle  9  de  o  à  tr,  on 
obtient  tous  les  plans  nor- 
maux qui  passent  par  le  point 
O,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
180^  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'équation.  L'un  étant  désigné  par  a, 

l'autre  sera  nécessairement  — ha. 

2 

Par  conséquent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xjr  deux 

If 
droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  a  -f-  -> 

les  sections  normales  situées  dans  les  plans  zOH^  zOK, 
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correspondront  aux  rayons  de  courbure  maximum  et  mi- 
nimum. Eu  eflFet,  la  dérivée  du  second  ordre  de  -  est 

P 

-2  (r  —  r)  (cos*^  —  sin'(p)  —  S^sin^ cos^, 

et  cette  expression  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  quand  on  y  remplace  (y  par  a  et  par  a  -\ — • 
Remarquons  qu*il  s^agit  ici  d^un  maximum  et  d'un  mini- 
mum analytiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  de  -» 

correspondantes  à  a  et  a  H-     étaient  de  signes  contraires, 

celle  qui  serait  un  minimum  négatif  pourrait  être  un 
maximum  en  valeur  absolue. 

Les  droites  OH  et  OR,  faisant  avec  Taxe  Ox  des  angles 

dont  la  différence  est ->  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Donc  les  plans  zOH  et  2OK,  qui  déterminent  sur  la  sur- 
face deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  mini- 
mum, sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sec- 
tions faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  principales, 

VARIATION    DE    LA    COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

702.  Prenons  maintenant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  des  sections  principales.  Les  valeurs  de  cp  corres- 
pondant au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  de  cour- 

bure  devront  être  o  et-*  Or,  Téquation 

s  tang'f  -f-  (r  —  t)  tan{»^  —  s^o 

ne  donnera  pour  tangcp  les  valeurs  o  et  oo  que  si  5  =  o. 
Par  conséquent,  la  valeur  de  p  prendra  la  forme  plus 
simple 

^  '  ^"  rco$»(p-h  rsin'<p' 

et  Ton  déduira  de  cette  expression  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  p'  et  p'\  en  faisant,  tour  à  tour,  cp  =  o 
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et(P  =  -» 

ce 

qui  donnera 

--r 

p  -7» 

ou  bien 

1 

P'       ^' 

I 

P'     '• 
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Ainsi,  les  dériyëes  partielles  r  et  f  représentent  les  deux 
courbures  principales  au  point  O. 

703.  Les  valeurs  de  p'  et  de  p"  peuvent  être  introduites 
dans  l'expression  générale  de  la  courbure.  On  a 

-  =  rcos'f  -4-  ^sin*ç; 
P 
donc 

(a)  1  = -L  cos»^ -4- ~  8in»9, 

P       P  P 

formule  qui  donne  la  courbure  d'une  section  déterminée 
par  un  plan  normal  faisant^  avec  la  section  principale 
jsOx,  un  angle  (y. 

De  là  les  conséquences  suivantes.  En  premier  lieu,  Tex- 
pression  (a)  ne  change  pas  quand  on  met  à  la  place  def 
son  supplément  :  donc  deux  sections  normales  égale- 
ment inclinées  sur  une  section  principale  ont  des  rayons 
de  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

Si  Ton  désigne  par  pi  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  perpendiculaire  à  celle  qui  fait  avec  le  plan 
principal  z  Ox  Tangle  f ,  on  aura 

(3)  f  =  ;^sin»f4-  ~cos>, 

?^        ?  P 

et, en  ajoutantles  équations  (2)  et  (3),  il  viendra 


II        I        I 

1/ 


P       P-       P        P 
Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor-^ 
maies  perpendiculaires  entre  elles  est  constante. 

704.  Nous  allons  maintenant  discuter  la  valeur  gêné- 
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raie  de  p  en  nous  servant  de  la  formule 

P  P  P 

Supposons d^abord  p'  et  p"  tous  deux  positifs,  et  p'^p". 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  yaleur  tou- 
jours positive.  Par  conséquent,  toutes  les  sections  nor- 
males sont  situées  au-dessus  du  plan  tangent,  et  la  surface 
est  convexe  autour  du  point  O.  Si  p'  et  p"  étaient  négatifs^ 
la  surface  serait  encore  convexe,  mais  située  au-dessous 
du  plan  tangent. 

En  mettant  Téquation  (i)  sous  la  forme 

on  voit  que  ~  augmente  depuis  -,  jusqu'à  -^^y  quand  (f  croit 

P  P  P 

de  o  à  -,  et  que  -  décroît  depuis  —  jusqu'à  -^j  quand  <f 

augmente  de  -  a  tt. 

Dans  le  cas  partictdier  où  p  :=p''y  la  formule  (3) 

donne 

I        I 

ou  p  =  p'  quel  que  soit  (f .  Toutes  les  sections  normales  au 
point  O  ont  donc  la  même  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic* 

705 .  Supposons  maintenant  que  p'elp"  aient  des  signes 
contraires  et  que  p^  soit  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
évidence  dans  Téquation  (1),  nous  aurons 

,,.  1  _  cos*y       sin»<p 

P  P  P 

Pour  (f  =  o,  on  a  |D  =  |d'.  Uangle  cp  croissant  de  o  à  la 
valeur  6  donnée  par  Téquation 

p' 
tang»6  =  i-7> 

p 
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p  croît  depuis  p'  jusqu^â  Tinfinî.  Au  delà  de  9  =  6,  p  de- 
yient  négatif  et  décroit  jusqu^â  p^f  valeur  qui  correspond 

à  f  =  -•  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

Tordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  et  en  partie  au-dessous. 

DÉTERMllfATIOll    DES    OMBILICS. 

706.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  il  faut 
chercher  les  points  où  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  plan  mené 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (i)  du  n°  700  en  y  supposant 
cosd=:i,  et  en  remplaçant  dl*  par  dx* -^  dy* -{- dz*  : 
nous  aurons 

Désignons   par    m  le   rapport  -^  des   cosinus   des 

angles  que   la  tangente   à  la   courbe   au  point  consi- 
déré fait  avec  l'axe  des  x  et  des  y.  Comme 

dz  =zpdx-{-çdjr, 

on  aura 

dz 

et  la  formule  (i)  pourra  s'écrire 

V^T^pM^Fi -4- wi» -4- (/> -4- çiw)»] 
R  = —  — -— , > 

OU  bien 

, I  4-  p'  4-  'i.pqm  -h  (i  -4-  q^\  m^ 

Quand  le  point  est  un  ombilic,  ce  rayon  est  indépen- 
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dant  du  rapport  m  qui  détermine  le  plan  normal  où  est 
située  la  courbe  considérée.  On  doit  donc  avoir 

(3)  ^-hP^  _pg  __!-♦- y' 

r  s  r      ' 

ce  qui  donne,  en  général,  deux  équations  distinctes.  En 
y  joignant  Téquation  de  la  surface,  on  aura  le  nombre  de 
relations  nécessaires  pour  déterminer  les  coordonnées  du 
point  cherché. 

707.  Appliquons  ces  principes  au  paraboloïde  ellip- 
tique 


On  a  ici 


I  I 

a  o 


Les  équations  (3)  sont,  dans  ce  cas, 


I  o  I 

a  T 


On  peut  y  satisfaire  d^ abord  en  posant 
d'où 


jr=±s^b(a-b),     z  = 


Les  valeurs  de  j^  et  de  2  étant  réelles,  il  existe  deux 
ombilics  situés  dans  le  plan^Oz.  Ce  sont,  d'ailleurs,  les 
seuls,  car  Thypothèse^  =  o  donnerait  pour  x  une  valeur 
imaginaire. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Théorie  de  Tindica- 
trice.  -7-  Conséquences  géométriques.  —  Cas  où  l'expression  du  rayon 
de  courbure  se  présente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guées. 

SUR    LA    SURFACE    DONT    TOUS    LES    POINTS    SOAT 

DES    OMBILICS. 

708.  Lorsque  les  équations 

qui  servent  à  déterminer  les  ombilics  d'une  surface  don- 
née, se  réduisent  à  une  seule,  la  surface  a  une  infinité 
d'ombilics  situés  sur  une  ligne  qu'on  nomme /a  ligne  des 
courbures  sphériques.  Si  les  équations  (i)  sont  identiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  trouver  une  surface  qui  jouisse  de  cette  propriété, 
observons  que  les  équations  (i),  mises  sous  la  forme 

(2)  ^       dp  __\   dq  g       dq  _\  dp 

l  -r-  p*  dx        q  dx         i-\-  q^  dy        p  dy 

peuvent  s'intégrer  comme  des  équations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  j,  et  X  une  fonction 
arbitraire  de  x.  On  tire  de  ces  équations 


(4) 


.  /  •  +  ■*■  /  '+x 


Mais  p  et  g  doivent  satisfaire  à  Téqualion  -^  =  — ^  ;  ou 
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a  donc 

(i+X)^  "^        (ï-^Yf  "^^ 

Le  premier  membre  étant  fonction  de  x  seulement,  et  le 
second  fonction  de  jr^  cette  équation  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  chaque  membre  se  réduit  à  une  constante. 

Soit --cette  constante.  On  aura 

R 

<fX  2ûtr  f/Y  ndy 


y     7  —  -TT-y 


(i+X/         ""         (14- Y)* 


et,  en  intégrant, 


R  •     R  ^ 


V^i4-X  V«4-Y 

a  et  &  étant  des  constantes  arbitraires.  En  portant  les 
valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  équations,  dans  le  sys- 
tème (4)9  il  vient 

a  —  X 
P  = 


d'où 


dz 


^/R'- 

-  \a—  xy  — 

{b  -xr 

b-y 

VK'- 

-(«-*)•- 

^à-jr)' 

[a- 

-jt)dx-+-  {b 

-r)dx 

■S/Ei'  —  {n  —  xy-^{b—yy 
et,  en  intégrant  de  nouveau, 


équation  d'une  sphère.  Ainsi,  la  sphère  est  la  seule  sur- 
face  dont  tous  les  points  soient  des  ombilics. 

THÉORIE    DE   l' INDICATRICE. 

709.  La  courbure  des  surfaces  peut  être  présentée  sous 
un  autre  point  de  vue,  qui  donne  une  idée  plus  nette  de  la 
manière  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  autour  d'un  même  point. 
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Prenons  toujours  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent 
au  point  O,  et  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce  point. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  et  infiniment  voisin  de  ce  plan ,  la  section  diflférera 
infiniment  peu  d'une  courbe  du  second  degré,  en  ne  con- 
sidérant que  la  partie  de  la  section  infiniment  voisine  du 
point  O.  En  d'autres  termes,  une  courbe  semblable  à  la 
section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  à  une 
distance  A,  tend,  à  mesure  que  h  diminue,  vers  une  sec- 
tion conique,  le  rapport  de  similitude  étant -p- 

En  effet,  si  l'on  développe  l'ordonnée  z  de  la  surface 
par  la  série  de  Maclaurin,  on  aura 


*  =  »f4-/?.r-hf/ 


sxy  -\ ty"*^ 


Maïs  ^Q,  p^  q^  qui  représentent  les  valeurs  de  z,  —  9  — 

quand  on  fait  simultanément  x  =  o,  j  =  o,  sont  nulles 
d'après  le  choix  des  axes.  Donc,  on  a 

«  =  -  rx»  -f-  sxy  4-  -  ^j«  4-  0*, 

b»  désignant  une  somme  de  termes  dont  le  degré,  par  rap- 
port à  X  et  à  y,  est  supérieur  au 
second.  Si  maintenant  ou  rem- 
place z  par  la  constante  00' = A, 
on  aura  Téquation  de  la  section 
A'M'B',  et  si  l'on  fait  h  très- 
petite,  la  quantité  o)  devient  né- 
gligeable comparativement  aux 
termes  qui  la  précèdent.  Par 
conséquent,  on  a 

(1)     rx'H- 2*«7"-h/x'=  2A, 

équation  d'une  conique  infiniment  petite  dont  le  centre 
est  au  point  O. 
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710.  En  remplaçant  h  par  z^  on  aura 


I 


(2)  z  =  -  {rx^  ^isxy -\' ty^). 


2 


Si  rt  —  5*^0,  cette  équation  représente  un  paraboloïde 
passant  par  la  section  A'M'B\  et  ayant  pour  sommet  le 
point  O.  Ce  paraboloïde  va  nous  servir  à  calculer  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  OM'G. 

Nommons  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  OM'G 
au  point  O.  On  a  (première Leçon  complémentaire,  n°6*). 

p  =  lim  —.-^,  =  hm  — 7-  =  lim j- . 

Pour  en  déduire  la  valeur  de  p,  faisons,  dans  Téqua- 

tîon  (a), 

X  :=  0'  M' cosç,     y  =  O'M'sin^, 

f  désignant  l'angle  xOTH.  On  aura 

0'M''(rcos-ç  "h  ajsin^cosç  -h  rsin'ç)  =  2,hy 
d'où 

(3)  p  = 


rcos'ç  -f-  2f  smf  cosf  -f-  /sm'9 
formule  déjà  obtenue,  par  une  autre  méthode  (n°  700). 

711.  L'égalité  p  =  — r— fait  voir  que  les  rayons  de 

courbure  des  différentes  sections  normales  sont  propor- 
tionnels à  O'M".  Supposons  donc  que  sur  la  traceduplan 

rON  dans  le  plan  des  xy  on  prenne  ON  =  — =r>  on  aura 

p  =  OJN".  De  plus,  le  rapport —r- sera  constant  pour 

toutes  les  sections  normales.  La  courbe  ANB  ainsi  obtc- 
nue  sera  donc  semblable  à  A'M'B',  et  aura  pour  centre  le 
point  O.  Celle  courbe,  qui  donne  tous  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faites  au  point  O,  est 
nommée  V indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 
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71S.  Quand  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une 
hyperbole,  il  faut,  en  même  temps,  considérer  une  autre 
section  produite  par  un  second  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  de  l'autre  côte  de  ce  plan.  On  obtient  par  là 
une  hyperbole  conjuguée  de  la  première.  Dans  ce  cas, 
Pindicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées, 
et  Ton  a  p  =  ±:  ON",  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quelle se  trouve  le  point  N  correspond  à  une  section 
faite  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xy.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  infini  et  change  de  signe 
quand  le  plan  sécant,  en  tournant  autour  de  la  normale, 
vient  passer  par  une  asymptote  commune  aux  deux 
hyperboles. 

COlfSÉQUENCES    GÉOMÉTHIQUES. 

713.  Toute  courbe  du  second  degré  douée  d'un  centre 
ayant  un  diamètre  maximum  et  un  diamètre  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface  a  deux  sections  normales 
perpendiculaires  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  somme 
des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires étant  constante,  il  en  résulte  immédiatement  que 
la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales ,  per- 
pendiculaires  entre  elles,  est  constante.  En  un  mol,  à 
toute  propriété  des  diamètres  d'une  section  conique,  cor- 
respond une  propriété  des  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  par  les  diamètres  de  l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  uu  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires.  En  eflet,  tous  les  plans  parallèles  dé- 
terminent, dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bles. Il  en  résulte  que  l'indicatrice,  qui  en  général  n'est 
semblable  qu'aux  sections  faites  parallèlement  au  plan 
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tangent,  k  une  distance  infiniment  petite,  sera,  dans  les 
surfaces  du  second  ordre,  rigoureusement  semblable  aux 
sections,  quelles  que  soient  leurs  distances  au  plan  tan- 
gent. 

Ainsi  dans  Tellipsoïde 

x'         r*        z» 

il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnées  sont 


c» 


CAS  ou  l'eXPRESSIOU  du  IÀYOIT  DB  courbure  SB   PRÉ8ESTB 

sous    UZfE    FORME   ILLUSOIRE. 

715.  La  formule 


P  = 


précédemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d^une 
section  normale  faisant  avec  le  plan  des  xz  un  angle  f , 
dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.  Nous  avons  tacitement 
admis  que  r,  5  et  f  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  déter- 
minées et  indépendantes  de  l'angle  cp.  Mais  ces  fonctions 

se  présentent  quelquefois  sous  Tuoe  des  formes  -  ou  — 9 

quand  a:,  ^  et  ^  deviennent  nulles  ;  il  faut  alors  cher- 
cher directement  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  à  l'origine  des  coordonnées. 
Soit,  par  exemple,  Téquation 


(O 


= "/(f  ) 


f  désignant  une  fonction  quelconque,  mais  bien  déter- 
minée, de  —  •  Elle  représente  une  surface  dont  les  sec- 
tions normales  à  Torigine  sont  des  paraboles  ayant  pour 
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axe  commun  Taxe  des  ;:.  Les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  : 


et  les  dérivées  du  second  ordre  : 


r  — r  2 


s^f 


■-ni 

On  a  bien,  en  général,  par  ces  formules,  p=zo, 
^  =  o,  pour  X  =  o,  j"  =.  o.  Quant  aux  valeurs  de  r,  5,  /, 
elles  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée.  Mais 
il  est  facile  de  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  dont  le  plan  fait  l'angle  <p  avec  le  plan  des 
xz.  Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  point  O,  la 
surface  soit  représentée  par  la  /ig.  121,  et  posons 
T0A  =  M'0'A'  =  c5.0na 


maiso:  est  égal  à  O'M'cos'^,  et  l'équation  (i)  donne 

^^  =  2Cos«cp/(tangçp)  =  -• 


CM'"  P 

On  doit  remarquer  qu'en  faisant  varierPanglccp,  le  ra  von 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction /^ 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums, et  il  y  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
puisque  ces  valeurs  doivent  se  succéder  alternativement 
Sturm.  —  y/«.,  II.  16 


9./\'i 
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quand  on  fait  varier  q  de  o  à  air,  et  que  la  section  nor- 
male revient  à  sa  position  primitive. 


TANGENTES    CONJUGUÉES. 

716.  Soit  MM'  une  courbe  quelconque  située  sur  une 
surface  :  imaginons  les  plans  tangents  menés  par  les  points 
Fig.  122.  M  et  M'.  Si  le  second  point  se  rap- 

proche indéfini  ment  du  premier, 
l'intersection  des  deux  plans  va- 
riera de  position  et  deviendra,  à 
la  limite,  une  certaine  tangente  à 
la  surface  passant  par  le  point  M. 
Cette  droite  limite  et  la  tan- 
gente MT  à  lacow*be  MN  sont  dites  tangentes  conjuguées. 
Prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  plans  des  coor- 
données x^,  xz^yZy  le  plan  tangent,  et  les  plans  des  sec- 
tions normales  principales  correspondant  a  ce  point.  On 
aura,  au  point  M,  x  =  o,  j  =  o,  z  =  o,  puis  p  =  o, 
7  =  o  et  5  =  o  (n^  702). 

L*équation  du  plan  tangent  en  M'(x\j\  z')  est 

Z  ~  s'  =/,'  (X  ~  x')  4-  q'{Y  -/) , 

p'  et  q^  désignant  les  valeurs  de  ;>  et  de  ^  relatives  au 
point  M^  D'après  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 


z'  zrzpx'  ~^qf  -h-  -(r^'^-h  isx'j'  -^-tf)  -h    .  .  . 

On  aura  donc,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du 
troisième  ordre, 

z*  =z^  \r£'  -4-  ty'% 

On  trouvera  de  même 


p  zzzrx  y       q  —  //  . 

Par  suite,  les  équations  des  plans  tangents  menés  aux 
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points  M  et  M'  seront 

Z  —  o, 

n^  (X  —  x')  -+-  <r'(Y  —  j')  -+-  i  (rr'»-+-<r'0  —  Z  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  l'intersection  des  deux 
plans  tangents.  Or,  si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valeur 
Z  =  o,  on  aura,  en  réduisant, 

ry  X  -t-  //  Y  —  i  (rjr^  -h  //')  =  o. 

Posons  j^'=  mx\  m  étant  le  coetHcient  angulaire  de  la 
projection  de  la  droite  Ml\I',  qui,  à  la  limite,  se  confond 
avec  la  tangente  MT.  L'équation  précédente  devient 

rX  -4-  tmX X  [r'i-im^):=o, 

et  quand  le  point  M^  se  réunit  au  point  M,  on  a  x'  =  o,  et 

/X  +  r/MY  =  o, 

équation  de  la  tangente  conjuguée  dëGni»  plus  haut.  On 
voit  que  si  m'  désigne  son  coefficient  angulaire,  on  a 

m  =  —>  — 

OU 

r 


mm'  = 


717.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  Vindicatrice. 
En  effet,  si 


est  l'équation  de  l'indicatrice,  on  a,  entre  les  coefficients 
angulaires  de  deux  diamètres  conjugués,  la  relation 


mm,  = -• 

a* 


i6. 
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On  a  d'ailleurs  (702  et  7H) 


r  i 

par  conséquent, 

b^  r 


mm' 


a^  i 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  Les  rayons  de 
courbure  étant  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres 
de  Tindicatrice,  il  résulte  d'une  propriété  bien  connue 
des  sections  coniques  que  la  somme  algébrique  des  raj  ons 
de  courbure  correspondant  à  deux  tangentes  conjuguées 
est  constante. 

EXERCICES. 

1,  Trouver  sur  la  surface  de  i 'ellipsoïde 

— +  t:ï  +  t  =  « 
«^       o^       c' 


le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblables  (lieu  des  cour- 
bures semblables)» 

Solution  :  E  et  F  étant  les  axes  de  Tune  des  indicatrices,  si  Ton 

F      F 
pose  ^  =  i^  +  «;>  le  lieu  demandé  sera  Tintersection  de  Tellipsoïde 

par  la  surface  dont  l'équation  est 

2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde  sont  donnés 
par  réquation 

'  '^  '  p  /y 

OÙ  p  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  contre 
sur  le  plan  tangent  au  point  (x,  y^  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  —  w*,  on  a 
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4.  On  sait  que  des  droites  nonnales  à  une  surface  sont  aussi 
normales  à  une  infinité  d'autres  surfaces,  dont  chacune  est  à  une 
dibtance  constante  h  de  la  première,  de  sorte  que  deux  quelconques 
de  ces  surfaces  interceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur 
constante  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
pour  tous  les  points  où  elles  rencontrent  une  même  normale.  Les 
courbes  indicatrices  des  surfaces  pour  ces  points  sont  des  coniques 
homofocales  ayant  leurs  axes  parallèles,  de  sorte  que  la  ligne  des 
foyers  est  constante  de  grandeur  et  de  direction. 
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718.  Soient  S  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rcc- 
Ungalaires quelconques;  M  (x,  jy  r),  un  |K>inK  de  la  sur- 

ii3«  face,  et  M^'  la  normale  en  ce 

poîni.  Si  M'  [x\  y\  z')  est  un 
u  second  point  de  la  suiface^  voi- 

r^  sin  de  M,  la  normale  M'N'  ne 

rencontrera  pas  la  première 
normale  MN,  à  moins  qu*il  n*j 
ait    entre    les    coordonnées   de 


S'V     •'* 


M 


\ 

I 


»    \ 


ces  deux    points   une  certaine 


relation  que  nous  allons  cher- 
cher. 
La  normale  ^Di  a  pour  équations 

3  )  Y  —  /  —  Y   z  —  -      -  o- 

Si  ;>'  et  q'  Jésîgueut  les  valeurs  de  p  et  Ji»  tf  reUÛTes 
au  poiutM',  la  normale  M'N'  aura  pour  éi^udiious 

3'  X  —  x' — //'    Z  -   i'   -    o, 

\  Y  —  >'  —  /    Z  —  3'   --    •.>. 

ta  elimiuaut  X  entre  les  etjuaiioas    i    et  ^  3  .  on  a 


r'  -  JT  -  '  '; 


t' 


j 
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L'éliminaiion  de  Y  entre  les  équations  (a)  et  (4) donne 

Z  = .. 

7—9 

On  a  donc  l'équation  de  condition 

Vrx  x'  -^  X  ^ p'  z'  --  pz  _  f  ^X  -^  g*  z'  —  qz 

^  ^  p'-p         ^  h'-h 

Cette  équation  et  celle  de  la  surface 

(6)  ,'=/(x'.7') 

représentent  une  courbe  MM^  située  sur  la  surface,  et 
passant  par  le  point  M.  Toutes  les  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  cette  courbe  iront  ren- 
contrer la  normale  MN. 

719.  Concevons  maintenant  que  le  point  M' se  rappro- 
che, de  plus  en  plus,  du  point  M  :  la  droite  MM'  devien- 
dra la  tangente,  et  les  différences  x'  —  x^y* — y,  z' —  z, 
p' — Pj  q^ — q  devront  être  remplacées  par  les  différen- 
tielles dx,  dy^  dz^  dp^  dq.  De  même  p' z'  —  pz=d  (pz)^ 
q' z'  —  qz  =  d[qz).  On  aura  donc,  à  la  limite, 

dx  -h  pdz-i-  zdp        djr  -hqdz-h  zdq 
dp  dq 


OU  simplement 

(7) 
Mais  on  a 


donc 


dx  ~\- pdz        dy  -t-  q  dz 
dp  dq 

dz  r~.  p  dx  -^  q  dXf 
dp  r  -  rdx  -t-  sdjr^ 
dq  ^_  tdjr  -t-  s(/x'y 


1  -^P^-hpq-f-        pq  -h  (l  -f-7'J-^ 
dx  a'x 


({r  dy 

dx  dx 


ou  bien 


(8) 


I  -^-pqr  —  {\^p'-)s  =  o. 
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Cette  équaiion  donne  deux  valeurs  de  -—*  Elle  indique 

deux  directions  suivant  lesquelles  il  faut  passerdu  point  M 
à  un  second  point  infiniment  voisin,  sur  la  surface,  pour 
que  la   normale  en   ce  point  rencontre  la  normale  au 

point  M.  Prenons  Tune  des  valeurs  de  ~->  et  la  valeur 

dz 
correspondante  de  —  •  Soit  M'  le  point  correspondant. 

On  passera,  de  même,  du  point  M'àun  troisième  point  M ^, 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M''^. . . , 
telle  que  toute  normale  à  la  surface  menée  par  un  de  ses 
points  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine  en 
négligeant  des   infiniment  petits   d^ordre   supérieur  à 

celui   de   MM',   M' M",  etc.   La  seconde  valeur   de  ^ 

donne  une  autre  ligne  jouissant  de  la  même  propriéié. 
On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points 
d'une  surface  pour  lesquels  les  normales  se  rencontrent 
consécutivement.  Par  chaque  point  d'une  surface  il 
passe  deux  lignes  de  courbure  représentées  par  l'équa- 
tion différentielle  (8),  et  par  l'équation  de  la  surface. 
En  éliminant  z^  on  aura  l'équation  de  la  projection  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xj.  L'intégration 
donnera  deux  équations  contenant  deux  constantes  arbi- 
traires qu'on  déterminera  en  faisant  passer  la  ligne  par 
un  point  donné  de  la  surface. 

PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

720.  Prenons  la  normale  MN  pour  axe  des  z  :  p  et  y 
sont  nuls,  ctTéquation  (8)  devient 


(9) 


Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  égal  à  —  i  ^ 
donc  les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles. 


•I 
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Si  raaîiiteDant  on  prend  les  plans  principaux  pour 
plans  des  zx  et  des  zjr^  on  a  s  =  o  (702).  L'équa- 
tion (9)  a  une  racine  nulle  et  l'autre  infinie  :  donc  les 
deux  lignes  de  courbure  ont  respectivement  pour  tan- 
gentes, au  point  M,  Taxe  des  x  et  Taxe  desj^,  c'est-à-dire 
les  tangentes  aux  sections  principales.  Les  deux  séries 
de  ligne  de  courbure  se  coupent  donc  à  angle  droit  sur 
la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  infiniment  petits. 

Si  l'on  avait,  à  la  fois,  s  =0,  r  =  ty  les  deux  valeurs  de 

-7-  seraient  indéterminées.  Il  y  aurait  une  infinité  de 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  égales  :  ce  serait  donc  un 
ombilic.  Ce  caractère  peut  servir  à  trouver  les  ombilics 
d'une  surface,  car  si  l'on  exprime  que  l'équation  (8)  donne 

pour  ~-  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 

lions  déjà  trouvées  (706) 

I  -♦-  /^* I  -f-  7' pq 


Fig.   124* 


721.  Soient  O  un  point  de  la  surface,  O^la  normale, 
OA  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure,  Ox  Oy  leurs 
tangentes.  Si  O'  et  O''  sont  deux  points  infiniment  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  les  normales  O'K 
et  0''L  peuvent  être  considérées  comme  rencontrant  0;î  : 

soient  K  et  L  les  points  d'inter- 
section .  Je  dis  que  OK  e t  OL  son  t 
les  rayons  de  courbure,  au  point 
O, dessections  principales ^Ojc, 
zOy,  En  effet,  puisque  Ox  est 
tangente  à  la  courbe  OA,  le 
point  O'  infiniment  voisin  du 
point  Q  sur  OA  peut  être  consi- 
déré comme  appartenant  au  plan 
zOx,  Donc  la  droite  O'K  qui  est  normale  à  la  courbe 
OA,  comme  étant  normale  à  la  surface,  déterminera,  par 
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sa  rencontre  avec  la  normale  Oz,  le  centre  de  courbure 
de  la  section  principale  située  dans  le  plan  zOx,  On 
ferait  voir  de  la  même  manière  que  OL  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  principale  faite  par  le  plan  zOy. 

722.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 
Soient 

I   X-:r-+./.(Z-z)=rO. 

^''  (  Y— rH-7  (Z-*)=:o; 

i  X-^'-+./7'(Z-z')=:0, 
^^^  1   Y— j'-h7'(Z  — Z')r:=0 

les  équations  de  deux  normales.  Si  le  point  (x^y^z) 
coïncide  avec  l'origine,  et  que  le  point  [x\y\  z')  soit  infi- 
niment voisin,  les  équations  (i)  se  réduisent  à 

X  =  o,     Y  =  o, 

et  les  deux  autres  donnent,  au  point  commun, 

—  dx  -\-  dpÇL  —  dz)  rrr  —  c/jr  -+-  l^rdx  =  o, 

—  <//  4-  «/y  (Z  —  dz)  =  ^dy  ^  Ztdy  =  o, 

ou  bien 

dx{Zr —  i)z=:  o, 
dj'(Zt  —  l)  =0. 

On  ne  peut  pas  supposer  dx  et  djr  nulles  à  la  fois,  mais 
on  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  soit  en  posant 

(3)  djT  —  o,    Z  =  i, 

ou  bien 

(4)  <r  =  o,    z=r-. 

r 

Dans  le  premier  cas,  puisque  dx  =  o,  la  tangente  coïn- 
cide avec  Taxe  des  j^,  et  Z  =  -  est  le  rayon  de  courbure 
principal.  Même  conclusion  à  tirer  du  second  système. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles 
osculateurs  des  lignes  de  courbure,  car  ces  normales  8e 
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coupent  conséculivemcnt  et  sont  tangentes  à  une  même 
courbe,  propriété  qui  n'appartient  jamais  aux  normales 
menées  par  les  centres  de  courbure  d^une  courbe  gauche. 
Et  même,  les  lignes.de  courbure  peuvent  être  planes  sans 
que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des 
sections  principales.  Il  faut  pour  cela  que  leurs  plans 
osculateurs  soient  normaux  et  que,  par  conséquent,  les 
lignes  de  courbure  soient  les  ligne^de  plus  courte  dis- 
tance sur  la  surface  (6i*  Leçon)/ Par  exemple,  dans  les 
surfaces  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles.  Les  méridiens  sont  des  sec- 
tions principales,  parce  que  leurs  plans  osculateurs  sont 
normaux  à  la  surface.  Les  parallèles  sont  des  lignes  de 

CALCUL   DES    RAYONS    UE  COURBURE   PRINCIPAUX    EN   UN 
POINT    QUELCONQUE    d'uNE   SURFACE. 

724.  Le  théorème  démontré  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures  principales  en  un  point  d'une  surface,  Tori- 
gine  étant  quelconque. 

La  normale  menée  au  point  M  de  la  surface  a  pour 

équations 

\  X~^H-/>(Z-«)==o, 

^'^  1  Y-7H-^(Z-2)=o. 

Si  IVr  est  un  point  infiniment  voisin,  pris  sur  la  ligue 
de  courbure,  la  normale  correspondante  rencontrera  la 
première  normale  en  un  point  dont  le  Z  sera  donné  par 
chacune  des  deux  équations 

(2)  Z—ZZ=z 


(3J  Z  — î 


dx 


■n 


Ux 
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En  élimiuant  -p-  entre  ces  deux  équations^  on  aura 

ax  * 

(  (rr-i»)(Z-z)» 

;4)  -[('+/'')'  -^  ('  -^  Ç')  r  -  npqs]  (Z  -  z) 

(  4- I -+-/?' -4-7'==  G. 

Cette  dernière  équation  donne  deux  valeurs  de  Z  —  z, 
et,  par  suite,  de  Z,  qui  correspondent  aux  centres  de 
courbure  des  deux  sections  principales.  Appelons  p  Tun 
des  rayons  de  courbure,  on  aura 

p  =  V^(X  -  x)^+  (  Y  -  rp  4-  (Z  -  z)\ 

valeur  qui  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (i),  à 


d'où 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  Z — z  dans  Téquation  (4), 
on  aura,  en  réduisant  et  ordonnant, 


(5)  \         —[(l-^P^)f-^[^-^q^)''—^pqs])/l-hp'-hq\p 

-h  (l  -hp^-hq^Y=zOy 

d'où  Ton  déduira  les  valeurs  des  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  diffé- 
rents points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface 
développable,  puisque  deux  normales  consécutives  se  ren- 
contrent. Pour  avoir  Téquation  de  cette  surface,  il  faut 
éliminer  x,  j^,  z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée, 
les  équations  (i)  d'une  normale  et  l'équation  (8)  du 
n®  719  qui  exprime  que  le  point  {x^jy  z)  est  sur  la 
ligne  de  courbure. 

On  obtiendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  sections  principales  d'une  surface  représentée  par 
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Tëquation 

en  éliminant  x,  y,  z  entre  cette  équation,  celles  de  la 
normale,  et  Téquation  (4)  où  Z  se  rapporte  au  point  de 
concours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composera  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  contient  deux  centres  de  courbure. 

APPLICATION    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES    AU    PARABOLOÏDB 

ELLIPTIQUE. 

726.  Équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  — 
Soit 

l'équation  d'un  paraboloïde  elliptique.  On  a,  dans  cet 
exemple, 

X  Y  \  I 

(2)        7^  =  -'      ^=7:»     '•==-'     *  =  o,      ^=T- 
a  b  a  o 

L'équation  générale  (719) 

(l  -f-  /?')  dx  -f-  pqdy (14-  q^)  ày  -h  pqdx 

rdx  4-  sdy  sdx  -f-  tdy 

devient 

î[s**-(-7:)]=t[s--*(--f)} 

ou,  en  ordonnant, 

•nr^  ./_!___  ^     .f! j'  \dy      j^y  _ 

ab^  dx"       \b        a'^   a}b         ab^Jdx        a' b        °' 
et,  multipliant  par  ^» 


1  ab^x^dx^       \b       a        n'' b       ab^  I  x^  xdx 

(3)  j  ^  ^ 


I     r» 
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c'est  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  elliptique. 

Intégration  de  V équation  (3).  —  Si  l'on  fait  x^  =  v*^ 
J  *  =  "ï  cette  équation  devient 

Comme  a  et  i^  n'entrent  qu'à  la  première  puissance, 
on  peut  y  satisfaire  en  substituant  à  u  une  fonction 
linéaire  de  t*.  Posons 

«  =  f «*  4-  c  ,      d  ou      -—  r^  f . 

au 

En  remplaçant  a  et  —  par  ci^  -h  c'  et  c  dans  Téqua- 

tion  (4)f  les  termes  qui  multiplient  i^  se  détruisent,  et  il 
reste 

d'où 

ab  (a  —  b)c 

c  z=  — 7 . 

0  -^  ac 

La  constante  c  reste  donc  arbitraire»  et  comme  Tinté- 
grale  ne  doit  en  déterminer  qu'une,  il  en  résulte  que 
ti  =  Ci'  -f-  c',  ou 
/-N  ,  ^       ab(a  —  b)c 

0  -h  flC 

est  l'intégrale  générale  de  Téquation  (3).  En  faisant  va- 
rier c,  on  aura  les  projections  sur  le  plan  des  xy  de  toutes 
les  lignes  de  courbure.  Ces  projections  sont  des  ellipses 
si  l'on  a  c<^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^o.  Elles 
ont  toutesJeur  centre  à  l'origine. 

Détermination  delà  constante  c,  —  Si  Ton  veut  avoir 
les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  point  (x'yjr\  z') 
de  la  surface,  on  déterminera  c  par  Téquation 

abia  —  b)c 

y^  =  ex''  -+-  — ^— L., 

•^  ù  -i-  ac 
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OU 

(6)     ax'»c»  -hlba/^—a/'^-habia  —  b)]e  —  ^»y»=  o. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  de  signes  contrai res, 
puisque  a  et  i  sont  de  même  signe.  Ces  deux  racines 
étant  designées  par  m  et  —  /i,  les  projections  des  lignes 
de  courbure  seront  représentées  par  les  équations 

.    .  ,  ,       ahin^  b]m 

(,)  J^'  =  '"^'+-   b  +  am      ' 

(8)  ^.=  _«..+  ?^f^J^. 

^    '  an  —  b 

La  première  courbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  une 
ellipse. 

Discussion,  —  La  constante  m  peut  varier  de  o  à  Tin- 
fini,  mais  la  constante  n  doit  être  plus  grande  que-?  et 

ne  peut  varier  que  de-  à  l'infini.  En  effet,  l'équation  (8) 

étant  mise  sous  la  forme 

nh{n  —  b)  n 


y  ^  -h  nx^  z= 


an 


-^ 


le  second  membre  doit  être  positif:  donc,  puisque  a  est 

>  i,  il  faut  que  Ton  ait  an  —  i  ^  o,  ou  n^  -• 

Examinons  maintenant  les  hyperboles  représentées  par 
l'équation  {7).  A  cause  de  Thypothèse  a'^b^  elles  ont, 
toutes,  leur  axe  réel  dirigé  suivant  Taxe  desj^.  La  valeur 
du  demi -axe  transverse  est 


jab[n- 


—  b)m 


a  m 

OU  bien 


fib(a  —  b) 


b 

«H 

m 


Si  m  varie  de  o  à  Vinfinî,  cet  axe   augmente  de  o  à 
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\]b[a  —  b).  En  mettant  l'équatioD  (7)  sous  la  forme 


j«  ah(n  —  b) 

—  =  X'  H 7 » 

m  0  -¥■  am 


on  voit  que  pour  f n  =  00  elle  se  réduit  à  a:  =  o.  L'hy- 
perbole se  confond  alors  avec  l'axe  des  /,  ou  pluiôt  avec 
la  portion  de  Taxe  des  j^  qui  commence  à  une  distance  de 

Torigine  <5gale  à  db  s[b[a  —  b). 

Les  ellipses  représentées  par  Téquation  (8)  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  axes  des  x  et  des j'. 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 


Le  premier,  dirigé  suivant  Taxe  des  x,  diminue  de  Tin- 
fini  à  o,  quand  n  augmente  de  -  a  TinGni.  L'autre  demi- 
axe  diminue  de  Tinfini  jusqu*à  \jb[a  —  b).  Donc,  tout 
point  situé  sur  Taxe  Acsy  et  à  une  distance  de  l'origine 

plus  grande  que  ^b[a  —  b)  sera  le  sommet  d'une  de  ces 
ellipses.  Pour  71  =  00  Tcllipse  se  réduit  à  Taxe  desj^, 
comme  le  montre  Téquation  (8)  mise  sous  la  forme 

r*  ,  .  «'^^^  —  ^) 

-  -  =  —  X*  H —  : 

n  an  —  o 

cela  résulte  encore  de  ce  que  Tautre  axe  se  réduit  alors 
à  o. 

Si  x'  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  in&nie,  et  Tauire  est 
positive  ou  négative  suivant  que^''  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  ^b(a  —  b).  Les  projections  des  lignes  de  courbure 
sont  alors  Taxe  des  j^',  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses, 

selon  quej^'  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  }Jb  (a — b). 
Si^';i:=  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle,  et  Taulre  tou- 
jours négative.  Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projections  l'axe  des  x  et  des  ellipses* 
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EXERCICES. 


1  •  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  PeUipsoîdc. 
Solution  :  Soit 


?^^-*F  +  -=" 


Tellipsoïde  donné,  a  >  ^  >  c.  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xjr  sont,  pour  l'un  des  systèmes,  des  ellipses 


X»   .  r» 


Xî  +  Yî  =  i| 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 

^ Ta 71—  »    —       .,i > 


a'  —  c  a'  —  c 


et,  pour  le  second  système,  des  hyperboles 


dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse 

Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  l'autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune  à  l'une  et  à  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 


Sxcax.  —  jin.j  IL  jn 
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CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FLNIES.  -  CALCUL  LNVERSE 

DES  DIFFÉRENCES. 


Notions  préliminaires.  —  Différence  r**^  du  premier  terme  d*une  suite, 
en  fonction  des  termes  de  celte  suite.  —  Terme  général  d*une  suite,  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  différences  successiTcs.  —  Différences  des 
fonctions  entières.  —  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires, 
on  transcendantes.  —  Théorèmes  généraux.  —  Intégration  de  quelques 
fonctions. 


«OTIOIIS   PRÉLIMINAIRES. 

727.  Le  but  général  du  calcul  difFérentiel  est  de  cher- 
cher les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés 
de  plusieurs  quantités  variables,  ce  que  Ton  peut  faire 
sans  considérer  les  valeurs  numériques  de  ces  accroisse- 
ments. Dans  le  calcul  aux  différences  finies  y  on  s'occupe, 
au  contraire,  de  ces  valeurs  numériques  et  on  en  cherche 
la  loi. 

Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
qui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences 
premières  de  ces  valeurs,  et  on  les  représente  par 

A//,,      Atf,,     A«„. . .  ,      A//n..       , 

en  sorte  que  Ton  a 

a,  —  f/,  =  Ai/,,     tf, —  M,  =A£r,,...,      u^^i  —  i/«  =  Aic,,.... 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  diiTé* 
rcnces  premières,  on  obtient  une  suite  de  diflérences 
secondes  y  qu'on  représente  par 

A' Ho  9  A'<'l9  A*  M],...,  A'UAy...O 
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On  a  donc,  par  définition, 

An,  —A//,  =  A'«0,      A«2 — A«,  =  A*if, ,.  .  .  • 

On  formera  de  la  même  manière  les  diflërences  troi* 
Si'èmes,  quatrièmes ,  etc. 

Par  exemple,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers 

a  pour  difTérences  premières 

et  pour  difTérences  secondes 

les  différences  troisièmes  et,   par  suite,  les  différences 
d'un  ordre  supérieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  différences  secondes  sont 
égales  à  2.  Si  Ton  admet  la  généralité  de  cette  loi,  on 
pourra  prolonger  indéfiniment  la  suite  des  différences 
premières,  et,  par  leur  moyen,  celle  des  nombres  carrés. 

728.  Le  calcul  des  différences  est  fondé  sur  quelques 
principes  analogues  à  ceux  qui  forment  la  base  du  calcul 
différentiel. 

En  premier  lieu,  u,  (^,  z  étant  des  quantités  variables, 
on  a 

(l)  A(tf -H  p-^2)z=  Atf -h  Ap  —  Az, 

c'est-à-dire  que  la  différence  d\ine  somme  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties.  En  effet, 

A(«  -+-  «*  —  «)  =  ('*i  -f-  «'i  —  2|)  —  (u  -{-  V  —  z) 

=  A«  H-  Af»  —  Az. 

La  différence  d'une  constante  est  nulle.  Donc 

(a)  A(tt-ha)  =  Aa, 

'7- 
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On  a  encore 

(3)  ^auz=aAUy 

car  ùau  =  aui  —  au=^  a  ((i|  —  u)  =  a  Au. 

EXPRESSION    DE    A"li. 

729.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  A"» 
en  fonction  de  i/,  Ui, . . . ,  </„.  On  a  d* abord 


Au  —  tf|  —  «, 

Atf,       Uj  —  a,. 

Mais 

A'a— Att,  —A 

donc 

A'/4|  doit  être  composé  avec  Ug,  i<f,  £ii,  comme  A'u  avec 
Ils,  li],  u.  On  a  donc 

et  en  retranchant  A*u  de  A'ui , 

A*tt  =  11,  —  3 «a  H-  3lli  —  u. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

A*a  =  «4  —  ^u^-h  6ui  —  ^Ui-h  Uf 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  les  coefficients  numériques 
qui  entrent  dans  l'expression  des  différences  A'u,  A'ti, 
A^u,  sont  les  coefficients  des  puissances  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  du  binôme,  d*où  Ton  conclut,  en  géné- 
ralisant, 

(i)         A"a  =  «„  —  nun^i  H «,_a  — .  . .  ±: «, 

OU,  sous  une  forme  symbolique, 

A««  =  (a  — 1)(">, 
égalité  qui  tiendra  lieu  de  la  précédente,  pourvu  qu^après 
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avoir  développé  le  second  membre  par  la  formule  du  bi* 
nôme,  on  remplace  u®,  «*,  m',.  .  . ,  par  m,  m,,  i/j, . . , . 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  loi ,  posons 

(  1)       A"«  =:  »„  —  Aa,-,  -h  Bu^i  —  C«„_^  H- .  . , ih  a. 
On  aura  également 

(3)        A"!/,  =r|/„^,  — A //,-+- Btt,-,—  Ctt 

et,  en  retranchant  A"f<  de  A'^u* , 


B—J  -f-  .   .    . tti  y 


k"-»-'  u  =  u^+,  —  A 


—  I 


tt« -f-B 
A 


«,-.  —  C 
~  B 


w«_ï  -i- . .  .  =r  M. 


Or,  si  I,  Â,  B,  C, . . .  sont  les  coefficients  de  [x  -+- 1)", 
on  sait  que  i,  i-t-A,  A-t-B,  B-hC,...  seront  les 
coefficients  de  (x  -+- 1)"+*.  Donc,  si  la  formule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  «,  elle  l'est  encore  pour  l'indice  n-hiy  ce 
qui  démontre  sa  généralité. 

730.  Autrement,  supposons  la  loi  démontrée  pour  l'in- 
dice n  et  posons 

A»»  =\  Kuj,  r=  (a  —  i)C«), 


on  aura 


D^où 


A"«,  ^11  \  K«^+,. 


A«+'«  ^rV  Kw^+,  —  y  Kir^, 

et,  sous  une  forme  symbolique, 

A»+'tt  =\  KuP{u  —  i). 
Il  résulte  de  là 

A''-»-'«  =  («  —  1)  V  Ka/»  =:  («  —  l)  {u 
et,  par  conséquent, 

A''-^'tt  =  (tt  — IJC^O. 


.):"), 
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CXPft£SSIOM  or  TVLMZ  GÉStWiAL,  D  rSESCTTK,  ES  FOSCTIOO 

m 

DU   P&£XlEm  TFUffK  ET  DC  SCS  DIFTUdCES  SCCCESSirE5. 

731.  On  a,  par  déânition. 

An.  --.-  A«i—  A*a. 

En  ajoatanl  ces  éqnaiions,  membre  à  membre,  il  rient 

«,  =  B  -i-  2Aa  -^  A'«. 

On  aorait  de  même 

Affj  =  Ail  —  2A-»  -^  A'«, 

d'oà,  en  ajoalant  ces  deux  équations. 

et  ainsi  de  soi  le.  On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la 
formule 

n    n  —  I 
(i;  II.  =r«-^iiAtt-« A»«  -h.,  .-f- A**, 

OU  à  la  formule  symbolique 

dont  Texactitudc  se  démontrerait  par  le  mode  de  raison- 
nement employé  (729  et  730). 

DIFFÉaElCCES    DES    FOlfCTIOKS    EKTIÈBES. 

732.  Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  m,  et  que  u,,  Ui,  u,, . . . ,  représentent 
les  valeurs  successives  que  prend  celte  fonction,  quand  on 
donne  à  x  une  suite  d'accroissements  égaux  représentés 
par  h,  Soît 
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On  aura 

Aiii=:A[(x  -+-^)"  — x*]-f-  B[(x  H-Zi)»»-'  — jr"-«] 
-h  Cf  (JT  -h  h)"^-^  —  af'-^]  4-  .  .  .  4-  K/i. 

En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  aura 
un  résultat  de  la  forme 

Le  premier  terme  est  du  (m  —  i )«*'"•  degré,  et  son  coeffi- 
cient se  forme  en  multipliant  le  coefficient  du  premier 
terme  de  u  par  l'exposant  de  ce  terme  et  par  A. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  diflférence  pre- 
mière, il  en  résultera 

^^u  —  m(ni--i)  A.h^x'*-^  -h  îï'jf-^  -h ...-+-  T; 
on  trouvera  de  même 

et  ainsi  de  suite. 

Le  degré  de  chaque  différence  va  en  diminuant  d'une 

unité,  d'où  Ton  conclut  que  la  m*''"'  sera  constanle  et  se 

réduira  au  premier  terme,  dont  la  loi  est  connue.  On 

aura  donc 

A"  M  =  1.2.3..  .  m  A  /i*". 

Ainsi,  les  différences  m"""'  (Tune  fonction  entière  du 
fjri'ème  flQgré  sont  constantes  y  lorsque  la  variable  croit  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  donc  nulles. 

733.  Soit  u  =  x"*.  Alors 

A™  «  =  1 . 2 . 3 . . .  m/i", 

«,  ==  (a: -i- /i)",      iij=r  (x  4- 2/1)'", .  .  .  . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 

nin  —  i")  .«^^ 

(i)        ùk''u  —  u^  —  nu^,-{ «„-,•+...  (729). 
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on  aura,  si  /i  =  in, 

(  1.2.3...  mh^ 

(      =(x  4-  wAy»—  iii[jr  -h  (m  —  i)  /i]"4-. .  .ihx". 

Faisant  x  =  o,  A  =  i , 

II  .  2  . 3 . .  •  //i 
/  V         'w  f /w  —  r  )  ,  . 

Si  Ton  suppose  n^m^  on  a  A"m  =  o,  et  la  formule  (i), 
en  faisant  encore  or  =  o,  /i  =  i ,  donne 

(4)       0=/l"'  — /î(/I  —  I/"H (/l  —  2)'"  — ..  .. 

734.  Soit 

a  =  jr(x  -4-  /i)  (x  -f-  2/*).  .  .[x  H-  (//  —  i)  /i], 
on  aura 

(5)  Aa  r=  (x  -4-  A)  (x  4-  2A) . .  .[x  H-  (/i  —  i)  A]  /lA, 

(6)  A»a  — (xH-  2A)..  .[x-|-(/i  — i)A]/i(/i— .i)A% 

La  loi  de  formation  est  évidente. 

DIFFÉRENCES    DE    QUELQUES    FOUCTIONS    FRACTIONNAIRES, 

OU    TRANSCENDANTES. 

735.  En  supposant  toujours  que  la  variable  croit  par 
degrés  égaux,  on  a 

I 
1®        tt  = 


Att=: 


A'a  — 


x(x  -h  h)  [x  H-  2A). .  .[x  -h  (/i  —  i)A] 

—  nh 

x(x  H-/i)(x-h  7.h) .  .  .(x4-/ïA)* 

w(/î  -f-  i)  A* 


.~i> 


x(x-h  Aj.  .  .(x  -h/iA}  [x-4-  (/i  H-i)A] 
et  ainsi  de  suite. 
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a*  tt  =  n' 


> 


Aa=mi*(a*—  i), 
et,  en  général, 

3"  «=:sin  (flxH- A), 

Aii=sin  (flx  -hflA  H-  ^)  — sin(/ia:-i-  fc), 

A sin  (flx  4-  6)  =  2  sin  -  ûA  cos  [ax-^b"^ j 

On  a  de  même 


et 


9 


A  cos  [ax  H-  ^)  =  —  2  sin  -  £rA  sin  f 

A'  sin  [ax  -f-  ^  )  =  2  sin  -  a/i  A  cos  lax-^b-\ j  ; 

ou 9  à  cause  de  la  seconde  formule, 

A'sin(ax  -f-  6)  =  —  4**"'  —  sin  («x -4-  6  -h  ah)^ 
et  ainsi  de  suite. 


CÀLCDL    IMVERSB    DES    DIFFÉRENCES.    DÉFINITIONS 

ET    NOTATIONS. 

736.  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie,  ou  lorsqu^on  a  une  relation  entre  cette  fonction^ 
quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable  indépen- 
dante. Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas 

Soitx  la  variable  indépendante  dont  l'accroissement 
Ao:  est  supposé  constant  et  égal  à  h  ;  soientF  [x)  la  fonction 
inconnue  ety  (x)  la  différence  donnée  :  on  doit  avoir 

AF(j:)=/(j:),      ou      F  (x -J- /i)— F(x)  =/{a:). 

La  fonction  F  (x)  dont  la  diflerence  est  y  (x)  se  repré- 
sente par  \  y  (x),  et  se  nomme  V  intégrale  aux  différences 
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finies  def[x).  D'après  ces  notations,  les  caractéristiques 

\  et  A  appliquées  à  la  même  fonction  se  détruisent,  et 

Ton  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  ob- 
tenu une  intégrale  particulière  d'une  difTérenti  elle  donnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul  in- 
tégral aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arbitraire  qu'il  faut  ajouter  à  une  intégrale  particulière, 
mais  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  différence  est 
nulle.  Ainsi  (f  (x)  étant  une  fonction  dont  la  différence 
esif[x),  il  faudra  qu'on  ait 

F(a:)=:y(x)-4-cr(jr), 

13  (x)  devant  satisfaire  à  Téquation 

Ao  (x)  rzzcj  (.r  -f-  A)  —  Bj  (j?)  =  O. 

La  valeur  de  la  fonction  n  (x)  est  complètement  arbitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu^à  la 
valeur  a -h  h.  Pour  les  valeurs  de  x,  qui  ne  sont  pas  com- 
prises dans  cet  intervalle,  la  fonction  cj  (x)  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur 
quand X  augmente  de  h.  On  la  nomme,  pour  cette  raison, 
une  fonction  périodique. 

Cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  courbe. 
Prenons    sur  Taxe    Ox   des    intervalles   A  A',  A' A", 
A!'h"\.  .  . ,  égaux  à  h\  puis,  élevons  les  perpendiculaires 

égales  AB,  A'B',  A''B" 

Traçons  à  volonté  Tare 
BMB',  etsoitBB'B^'B"'..  . 
une  ligne  composée  d'un 
nombre  indéûni  d*arcs 
égaux  à  BMB'.  L'ordonnée 
de  cette  courbe  aura  la  même  valeur  pour  des  valeurs 
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de  X  dont  la  dîfféreuce  est  A,  et  représentera  la  fonction 
cherchée. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en 
question,  si  Ton  prenait 

a  (X)  =  M' )^8in -^,     cos-^j, 
V  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

THÉORÈMES    SUR    LES    INTÉGRALES  AUX   DIFFÉRENCES   FINIES. 


1, 


738.  Dans  le  calcul  intégral,  /    y*(x)//j:  représente 

somme  des  valeurs  de  la  différentielle /(x)  dx  quand  x 
varie  de  a  k  b.  LMutégrale  aux  différences  jouit  d'une 
propriété  analogue. 

Soit  F  (x)  une  fonction  dont  la  différence  finie  estf(x). 
On  a,  quel  que  soit  x, 

AF(jr)      ou      F(^-l-/r)  —  F(j')=/(x). 

Appelons  Xq,  Xi,  .r, ,  .  • .  ,  x„  des  valeurs  de  x  croissant 
par  intervalles  constants  et  égaux  à  h.  On  aura 

F(xO-F(^.)=/i-^.). 


F(x«)-F(.r„_,)==/(-^n-.)> 
d'où 

(1)       F  (x„)  -.  F  (;r,)  =/(xo)  -f-/!^.)  H- .  .  .  ^/(a-^t), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(3)  2]""  =  «2!"' 

conséquences  évidentes  des  formules  (i)  et  (3)  du  u°  728. 
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INTÉGRATION    DE  QUELQUES    FONCTIONS. 

739.  Oq  a  trouvé  (735,  2°) 

Art'  =  /i*(a*  —  i), 
d'où,  en  désignant  par  C  une  fonction  périodique  (737), 


S'^^^-^^- 


Si  l'on  donne  à  .r  les  valeurs  0,1,  2 , . . . ,  n  —  i ,  on  a 
A  .=r  I ,  et  en  appliquant  la  formule  (i)  du  n"  738,  on  aura 

rt"  I  fl"  —  I 

I  -+-  fl  4-  «*  -H  .  .  .  -h  rt""'  = =  1 

a  —  I        a  —  I         a  —  i 

formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

740,  On  a  trouvé  (735,  3°) 

A  sin  (/7x  -h  6 )  =  2  sin  -  nli  ces  (  ax  -\ h  ^  1  ; 

2         \        2       y 

changeons  x  eu  x ?  il  vient 

Asin  (  ax h  ^  )  =  2  sin  -  «^  ces  [ax  H-  b)^ 

d*où 


sin  (  <7j; h  h\ 

\  cos(fla? -f- 6)  = ^^ '^- 


C. 


2  sin  -  ah 
2 


En  faisant  x  =.  o,  i ,  2, . . . ,  n  —  i ,  on  aura 

ces 6  -t-  ces (rt -h 6) H- ces (2/1 -h A)  H- . .  .-h  cos[(/ï  —  i)a-\-b'\ 


2Sin-fl 
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c'est-à-dire 

cos6  -+-  cos(ii-h^)-i-cos(2£i4-6)4-.  -  .-+-cos[(/i  —  i)a  -hft] 


.    nn 
sin  —  cos 


(V^"-^*) 


.    I 
sin-a 
2 


On  trouvera  de  la  même  manière 
BÏnb  -4- iin{a -f-  ^)  -h  sin(2a  H-  ^)-|-.  .  . 4-sin[(/i  —  i)(i  -hù] 


sin  —  sin 
2 


'"(V^'^-^*) 


.    I 
sin-fl 
2 


741.  En  intégrant  la  formule  (5)  du  n®  734,  et  rem- 
plaçant X  par  X  —  /i,  et  n  par  n  -+-  i ,  on  a 

_  (x  — /j)  i:  (x -h  A)! .  .[x -i- (/i  —  l) /i] 

■!■  ■    ■  ■ — —  ■  ■  —    — -    —  ■  ■  I  ■— ■  r^    1^« 

Ou  tire  de  la  seconde  formule  du  n**  735  (i°),  en  y  chan- 
geant n  en  n  —  i , 


(S 


,  _x(x-T-A).  .  .[.r-i-(/2  —  1)^1 

c. 


(n — i)/i  ^(jc-h/i)  (x-h2//)..  .[j; -+-{/! — 2) //] 

En  changeant  x  en  m-\-li^  dans  |a  formule  (i),  puis 
faisant  /i  =  i,  on  aura 

i.2.3.../ï-i-2.3.4»-«('»-+-0"'"^*4*^-*'('''+"^)^"-'" 

/:»,  ;  -f-/M(/w -M)  (/« -r  a).  •  .  (w +«  —  l) 

/i?  r m  -J-  I W /w  -h  2  V  .    {m  -^  n\ 

Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  premier  membre 
est  nul  pour  m  =  o. 
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Par  exemple,  si  //  =  3,  on  a 
i.2.34-2.3.4-l-3.4.5-h...-i-iw(m-l-i)(//ï-!-2) 

=  jFn(m  -h  i)  (/w  -h  2)(w  -+-3). 
On  tirera,  de  même,  de  la  formule  (2) 


,1.2.../!       2.3...(/ï -f-i)        "*       m  [m -h  i) . . .  (m -{- n  —  i) 

(4)  ;  p  -, 

\  n  —  I  L  I  .•2.3...(/î — 1)        (/wH-ij...(w -+-/I — i)J 

Par  exemple,  on  a.:  pour  /î  =  3, 


I 

-i rr-?  -H  o    ,    .  4-.  .  .^- 


I  .  2 . 3       -2.3.4        3 . 4  •  5  /w  (  //i  H-  I  j  ^/ij  -f  2  ) 

I        I  I 


4        2  (/;j  -+-i)  \m  -t-  2)' 
pour  rt  =  2. 


I  I 


1.2         23  /y/  ^  //i  -H  i  j  /7i  -i-  I 

II  est  facile  de  vérifier  ce  dernier  résultat,  car  le  premier 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 


2 


ï  "  3)  ^  (3  "  4)  ^  '  " ^  \'"ï^  "  ^ï^"+^/ 


et   la  somme  de  ces  termes   est  évidemment  égale   à 
1 


m 
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SUITE  DU  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES.  —  FORxMULES 

D'INTERPOLATION. 

Intégration  des  fonctions  entières.  —  Évaluation  des  sommes  par  les 
intégrales  ordinaires,  et  des  intégrales  par  les  sommes.  —  Formule  de 
Newton.  —  Formule  de  Lagrange.  —  Approximation  des  quadratures. 


INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

742.  La  formule  de  Taylor  permet  de  trouver  \  x"^^ 

et  plus  généralement  \  /(^),  /(^)  étant  une  fonction 
entière  de  x.  On  a 

ou 

VW  =  A/(ar)-i--^/'(x)-f-...; 

ce  développement  se  termine  de  lui-même. 
Si  l'on  intègre  les  deux  membres,  on  a 

/(x)  =  A^/(x)-f-^^/'(^)-f-..., 

et,  si  Ton  pose /(a:)  =  j:'"+*, 


I  .  '2 . 3 


'1 
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Pour  déduire  de  là  \  x"',  il  faut  faire  successivement 

m  =  o,  I,  a,  3,. . . ;  on  aura,  C  désignant  une  fonction 
périodique  (737), 


1 


x  =  —  ---f-C, 
3/i       a  o 


5/i       2     ^3  3o    ^    • 


743.   La  formule  générale  (738) 

/(^o)  -^/(^i)  -^  .  .-h/(x„_,)  =  F(a:„)—  F(xo) 

permet  de  déduire  de  l'intégrale  \  x"^  la  somme  S/»  des 

puissances  m*-"^^^  des  nombres  i ,  2,  3, . . . ,  /ï. 

Si  Ton  fait  A  =  i ,  et  qu'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  i, 

2,  3,...,  /i,  ce  qui  change  \  x*  en  \  x^-h  .r",  on  aura 
II  n(n-hi) 


2  2 


9 


I      .         '      ,    .     ï  /l(/I-|-ï)(2/H-î) 

3  2  O  1.2.0 

I                1                I                /y'(„  -A-  H» 
Sj  =  7  /I*  -h  -  «*  +  -7  /l*  =  ^—7 > 


5  2  3  3o 


On  remarquera  que  la  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  est  le  carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 
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tYkhVÀTlOTS  DES  SOMMES   PAR  LES  IITTÉGEALES  ORDIVÀIUES, 
ET   DES    IHTÉGEALES    PAR   LES   SOMMES. 

744.  Soit 

dF{x) 


F(x)=:f/(x)dx      ou      /(x)  = 


àjc 


On  a,  par  la  formule  deTaylor^ 

f  (x+A)_F(x)=A/(*)-l-  -^/'W  +  -4-5  /'(*)  + . . . . 

Donnant  à  x  les  valeurs  Xo,  Xi,  Xt» . . . ,  Xn.i  et  dési- 
gnant X.  parX,  il  en  résultera  : 

F{x,)-F(r.)=A/W+  il./'(;r,)+  -^/'(x.)  +. . .  ; 

I«2  I.2»v 


F(X)-F(*^.) 

et,  en  ajoutant,  membre  i  membre, 

F  (X)  -F {*,)  =A[/(x.)  H-/[x,) -I- ...  +/(x»-,)] 

(0  {  +^!/'(*.)  +/'(*.)+.-  .+/'(x.-.)l 

A  ■  2 


Posons 

/(x.)+/(x.)  +...-f-/(x^.)=S/(*), 

Comme  F(X)  —  F  (x^)  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
déGnie  def(x)  dxy  prise  entre  les  limites  Xq  et  X,  Té- 
galité  (i)  pourra  s'écrire 

(a)  f  f{x)dx=hSf(x)^^Sf[x)-^^Sr{x)^.., 
Stoim.  —  An,  y  I.  *^ 
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Remp1açaiit/(x)  successivement  par/^  (j?)>/"{jc)«--' 
lansTégalité  (a),  od  aura 

/(X)-/(x.)=:AS/'(x)-h-^Sr(x)-+-;^Sr(x)4-.. 
^3     ,  /»  (X)  -/  (X.)  =  A  s/-  (*)  +  ^  S/V)  H-  ^  S/"(x)  H-  . 
/"{X)-/'(x.)=AS/*(;r)+  -^S/'V)+.  •  • 

I  «3 


MultîpliaDt  les  égalités  (a)  et  (3)  pan ,  ÂA,  BA*,  CA^..*., 
et  ajoutant,  il  vient 

I  ^  /(.r)d:r4.AA[/(X)-/(x.)]-f-BA«[/'(X)-  /[*o)l 
•   +CA>[/-'(X)-/"(ar.)]-h... 

=  AS/(*)  4-  h'Sf{x)  (^  4-  A^j 


(4) 


h*Snx) 


I .2.3  I .2 


B 


) 


4-A*S/lx)( L_+— ^-h— -l-cV-- 

\i.2  3.4     1.2.3      i.a        J 

Le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  hSf{x), 

si  Ton  pose 

î 


1  .2 
I 


4-A  =  o, 
A 


I .2.3  I  .2 

I  A 


-♦-B=:0, 


B 


I .2.3.4  1*2.3  1.2 


4-C  =  0, 


d'où  l'on  tire 


A= »     B  =  — »      C  =  o,     D  = ,      K  =  o,...; 

2  12  720 
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delà  résulte 

'    S/(*)  =  l£/(x)dx-l  f/(X)  -/(x.)] 

(5)       {  -H -^  A  [/'(X) -/'(*.)] 

formule  qui  sert  i  reprësenter  une  somme  au  mojeii 
d'une  intégrale  définie. 

745.  L'équation  (5),  résolue  par  rapport  à  i    f{x)  d!x, 

fera  dépendre  la  détermination  d'une  intégrale  ordinaire 
de  celle  d'une  int^rale  aux  différences  finies.  En  rem- 
plaçant Sf(x)  par/(x-o)  -+-/{X|)  -+-/(x,)  -f- . . .  ,  on 
aura 


12 


+  ^/'*l/-(X)-/-(x.)]+.... 


Le  premier  terme  du  second  membre  représente  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j^  =:y*(x),  et 
déterminés  par  des  ordonnées  équidistantes.  Quant  au 
premier  membre,  il  représente  l'aire  de  cette  courbe. 

746.  Les  coefficients  A,  B,  C,. . .  étant  indépendants 
dey  (x),  on  peut  les  déterminer  au  moyen  d'une  fonction 
particulière.  Si  l'on  prend 

on  aura 


l 


i8. 
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puisque  X  =  Xo  +  nh.  Si  Ton  porte  les  valeurs  précé- 
dentes dans  Téquation  (4)9  le  facteur  e^ — e'*  se  trou- 
vera commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimant, 
on  aura 

(7)  ^_     =i-f-AA-f-BA»-f-CA»-l-.,.. 

Il  suffit  donc  de  développer  -^ suivant  les  puissances 

de  A,  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclaurin. 

On  sait  déjà  que  A  = *,  Fégalité  (7)  revient  donc  à 

la  suivante, 

i-i-BA»H-CA»H-...=  -7 h  -  =  -V-z :' 

tf*  —  I        a       a  («r  —  i) 

ou  bien 

k        _k 


2    ^ 


I?"— <r     * 


Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplacé 
par  —  h.  Donc  le  premier  membre  ne  doit  renfermer  que 
des  puissances  paires  de  A,  et  Ton  a 

C  =  o,    E  =  o,.... 

FORMULES     d'iHTERPOLATIOM.    —     FOBMULB    DB     NEWTON. 

747.  L^interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  celle 
fonction  qui  correspondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tantqu^on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cberchéc, 
car  il  revient  à  faire  passer  une  courbe  par  des  points 
donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d^une  infinité  de  manières, 
tant  que  la  courbe  n*est  pas  définie.  Le  problème  de  Tin- 
terpolation  devient  déterminé  quand  la  forme  de  la  fonc>. 
lion  est  donnée  et  qu'elle  renferme  autant  de  paramètres 
distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de  la  fonction.  Par 


I 
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exemple,  si  Ton  se  donne  n  -f- 1  valeurs  d'une  fonction 
entière  du  degré  /i,  correspondant  à  n  4- 1  valeurs  de  la 
variable,  on  aura  «  -h  i  équations  pour  déterminer  les 
n  +  I  coefficients  inconnus. 

748.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  les  valeurs 
de  la  variable  sont  en  progression  arithmétique.  Soient 

7»  +  I  valeurs  d'une  variable,  et  h  leur  différence  con- 
stante. En  choisissant  convenablement  l'origine  des  x, 
on  pourra  faire  en  sorte  que 

Xg  =  o,     X|  =  //,     Xi  =  a  A , . . . ,     XnZ=z  nh. 
Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u,  que  nous 
supposerons  entière  et  du  /i'*""  degré.  A  l'aide  de  ces  va- 
leurs on  pourra  former  les  différences  successives  Aug, 
A'iio,  A'iioy . . . . ,  A"Uo.  Mais  on  a  (731) 

m{m — i)    ^ 

Ce  développement  de  u^  s'arrête  de  lui-même  au  terme 
qui  contient  A*" i/o,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivants  sont  nuls.  Ainsi,  on  peut  le  prolonger  indéfi- 
niment. En  supposant  m  moindre  que  /i,  ou  au  plus  égal 
à  /i,  on  peut  écrire 

m  (m  —  i)     . 
1.2 

m(m  —  ï)  (/w  —  2). ..(m  —  /»-f-i) 

-i A'Uf. 

1.2.5.../! 

Remplaçons  m  par  y»  et  posons 


2 


/«  \/«      /      \/i  y  1.2. .  ./i 
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Le  polynôme  u  se  réduit  évidemment  à  u^  pour  x  =  mA  ; 
par  conséquent,  il  prend  les  valeurs 

«•,     "i>     «î>   •    >     «•» 

lorsque  x  est  égal  à 

o,     hy     2^, .  . .  ,     nhf 

et  comme  ce  polynôme  est  du  n""**  degré,  il  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

La  formule  (2)  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Newton. 

FORMULE    DE    LAGRANGE. 

749.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données 
de  X. 

soient  quelconques.  Posons 

o(a:)=  M,     f{x)  =  {x-XQ)  (a: -a;,)...  (>  — ar„): 

on  a  (1,331): 

,    /(X.)  f\XQ)X-'Xfi  f{Xi)X  —  Xi 

^^^       \  _  9^«  )  1 

Mais  on  a  ^(jja)  =  Uh  et 

Donc,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (4) 
par  /(a:),  on  aura  la  formule  d'interpolation  due  à 
Lagrange, 

(x  —  arQ  {x^-x^)^,_J.3^j;^Xn)  ^^ 

"  ""  i^X^—Xx)  {X^—Xi)..  ÀX,i~Xn) 


(4) 


(>_— J-o)  {x   -'Xi),..{x   —Xn)  ^^ 

(il  — aro)  {Xx—Xt),..{Xx-'Xn) 

(>    —Xq)  {x_--'  Xx)'^'S^_  _-  .^«z»"^  Un- 
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FORMULES   d'approximation    POUR    LES   QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS,    CUBATURES. 

75O1  L'évaluation  des  aires,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes se  ramène,  en  dernière  analyse,  à  la  détermination 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  définies  relatives  à  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souvent  impossible  d'effectuer 
l'intégration  indiquée,  et  il  faut  recourir  à  des  formules 
d'approximation . 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'intégrale 


X 


X 


OU  Taire  de  la  courbe^  =y"(x). 

La  formule  d'Euler  (746)  offre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir une  valeur  approchée  de  cette  intégrale.  On  peut 
aussi,  à  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
f(x)  par  une  fonction  entière  du  n**""  degré  que  l'on 
intégrera,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  courbe j^=y(x) 
par  une  parabole  du  w'*"^  degré  qui  a  /i  -H  i  points  com- 
muns avec  elle.  On  peut  encore  prendre  une  suite  de  para- 
boles du  second  degré,  et  remplacer  les  parties  corres- 
pondantes de  l'aire  cherchée  par  celles  de  ces  paraboles. 
C'est  cette  dernière  méthode  que  nous  allons  développer. 

7oI.  Partageons  l'intervalle  X — Xq  en  un  nombre 
pair,  /î,  de  parties  égales.  Par  les  trois  points  de  la  courbe 
(•^Oî^o),  (^i-+-A,^i),  {xo-\- iky^i)^  faisons  passer 
une  parabole  du  second  degré  doot  l'axe  soit  parallèle  à 
Taxe  des  y^  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on 
sait.  Désignons  par  z  l'abscisse  comptée  à  partir  du 
pied  de  la  première  ordonnée.  L'équation  de  la  para- 
bole sera 

et  nous  aurons 
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et  ensuite, 

=  j  (A  +  4AH-4B^  +4CA»  -h  A4-  2BA-I-  4CA>); 
par  conséquent. 


X 


ah  ^ 

o  ^ 


On  opérera  de  la  même  manière  sur  les  autres  parties 
de  Taire,  et  Ton  aura  une  valeur  approchée  de  cette  aire 
en  faisant  la  somme  de  ces  parties,  savoir  : 

h  h 

3  (r*  +  4ri  H-J'O  -^  3  (^»  ■+-  4j'«  -^J^*) 

ce  qui  revient  à 

Cette  formule  est  due  à  Thomas  Simpson. 
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CALCUL  DES  VARIATIONS. 


CINQUANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

VARIATION  DUNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

But  do  calcul  des  ▼ariations.  —  Définilions  et  notations.  —  Théorèmes  sur 
la  permutation  des  signes  d  et  ^,    I   et  S.  —  Variations  d*une  intégrale 

définie   /  \dx,  —  Cas  où  V  ne  dépend  pas  des  limites.  —  Cas  où  T 
contient  deux  fonctions  de  x.  —  Cas  où  V  dépend  des  limites. 


BUT   DU    CALCUL    DES    VAElATlOnS. 

752.  Dans  les  queslioDS  ordinaires  de  maximum  el  de 
minimum,  on  donne  la  forme  d'une  fonction  d^unc  ou 
de  plusieurs  variables,  et  Ton  cherche  les  valeurs  parti- 
culières qu'il  faut  attribuer  à  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonction  diminue  ou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie très-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  variations^ 
on  considère  une  intégrale  définie 


/;>(-g'g--) 


qui  renferme  sous  le  signe  /  une  variable  jc,  une  fonc- 
tion inconnue  y  de  cette  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour  j^  une  fonction  f  (jc) 
telle,  que  cette  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  petite  que  si  Ton  remplaçait  ((x)  par  une  fonction 
d'une  forme  tant  soit  peu  différente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvelles  questions  se  distinguent  des  questions  ordi- 
naires. Ce  n'est  pas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulières 
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qu'il  faut  déterminer,  mais  la  forme  d'une  certaine  fonc- 
tion inconnue,  ou  la  valeur  de^  en  fonction  de  x. 

753.  Plusieurs  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  intégrale 
déGnie.  En  voici  un  exemple:  Étant  donnés  deux  points 
C  et  D,  trouifer  une  courbe  plane  CMD  telle,  que  la  sur^ 
face  de  résolution  engendrée  par  le  mouvement  de  cette 
courbe  en  tournant  autour  d^un  axe  Ox  situé  dans  son 
plan,  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 
OA  =  jr^,  OB  =  Xi,  on  aura 
(1, 442) 


£•    ds 


Il  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion deXjj  =  f(x),  telle,  que  l'intégrale  précédente  ait 
une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  celles 
qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme 
de  la  fonction  f  (x). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  cherchée  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  l'on  exprime  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale augmente  si  cette  intégrale  doit  être  un  minimum, 
ou  diminue  si  elle  doit  être  un  maximum.  Mais  pour 
arriver  à  ce  résultat  il  faut  trouver  les  accroissements  ou 
variations  dey  et  des  quantités  qui  en  dépendent,  quand 
on  change  la  fonction  de  x  qui  exprime  j^. 

nÉFINITIONS    ET    NOTATIOfiS. 

755.  Soient 

l'équation  d'une  courbe  CMD,  et 
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Téquation  d'une  autre  courbe  C'ND'  qu'on  obtiendrait 

en  faisant  varier  extrêmement  peu  la  fonction  ((x) .  Si  Ton 

appelle  oy  Taccroissement  de  Tordonnëe  MP  quand  on 

Fig.  137.  passe  à  ]a  seconde  courbe,  Tab- 

scisse  restant  la  même,  on  aura 


j^  — NP  — MP, 
ou 

Sx  ^^  (')-((')' 

Cette  différence  dy  est  ce  qu^on 
nomme  la  variation  de  Tordonnée  ou  de  la  fonction. 

On  Yoit  par  là  que  la  différentielle  est  F  accroissement 
de  Fordonnée  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  infi- 
niment voisin  sur  la  même  courbe,  tandis  que  la  variation 
est  Taccroissement  de  cette  même  ordonnée  quand  on  passe 
du  point  M  à  un  point  infiniment  voisin  sur  une  courbe 
infiniment  peu  différente  de  la  courbe  donnée. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en 
regardantj^  comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre 
arbitraire  t.  Soit 

et  supposons  que  ^  (jr,  t)  devienne  f (x)  pour  une  cer- 
taine valeur  de  f ,  et  que  pour  une  valeur  peu  différente, 
^  •+■?/,  cette  fonction  devienne  ê[x).  En  appelant  Sy 
l'accroissement  infiniment  petit  dcj^,  lorsque  t  reçoit 
Taccroissement  $f ,  on  aura 

ty=^  it. 
*^         dt 

Si,  au  contraire,  t  reste  constant,  on  a 

MO 

dY^=  ~~-  dx, 
•^         dx 

Ainsi  ày  et  dy  sont  les  différentielles  d'une  même 
quantité;  mais  iy  est  la  différentielle  de  y  considérée 
comme  fonction  de  f,  x  restant  la  mème^  tandis  que  dy 
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est  la  difTérentielle  de  ^  considérée  comme  fonction  de  x, 
t  ne  changeant  pas. 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois, 
X  eijr^  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  représente  alors  par  dx  et  par  ijr 
les  accroissements,  d*ailleurs  arbitraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  établir  de  liaison  entre  ces  ac- 
croissements, regarder  je:  et  ^  comme  des  fonctions  d^une 
variable  indépendante  li,  et  d'un  certain  paramètre  t  :  soit 

On  supposera  que  pour  une  valeur  particulière  de  f, 
par  exemple  t=:o^jr  devienne,  une  Certaine  fonction 
de  Xf  f  (x)  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque 
de  Ujf(u).  On  aura  donc 

^(a,o)  =/(«).     ,!,(«,  o)=f[/(«)]. 

En  faisant  ensuite  varier  t  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  o,  la  forme  de  la  fonction  de  or,  représentée 
par  y,  changera  insensiblement. 

Pour  avoir  les  variations  de  x  et  de  y,  on  multipliera 
par  dt  les  dérivées  de  f  (m,  t)  et  de  (//(u,  /)  par  rapport 
à  t,  et  Ton  aura 

"=(S)."-  '^ =&).'■■■ 

au  lieu  que,  si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait 
varier  u,  on  aurait 

€ijc=^  -^  du,     dr  =  —-?-  du, 
du  au 

758.  Lorsque  o:  et  y  prennent  les  accroissements  ix 
et  djr^  toute  fonction  U,  qui  dépend  dex,  dej^,  et  d'une 
ou  de  plusieurs  dérivées  dey  par  rapport  à  x,  prend  un 
accroissement  correspondant  AU.  On  appelle  variation 
de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend  que  des  premières 
puissances  des  variations  âx  et  ijr. 


^  i 
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Or,  d*après  ]a  formule  de  Taylor,  on  a 
„      ^U  ^         fil]  ^ 

On  aura  donc 

Si  Ton  considère  xeijr  comme  des  fonctions  d'une  ya* 
riable  indépendante  u  et  d'un  paramètre  f,  on  aura 

dt 

désignant  la  dérivée  par  rapport  à  f  ^  de  U  considérée 


iU 


é± 


comme  fonction  de  x,  r,  -y"*  "3 — > •••  »  et  ces  dernières 

'  CuC        dx 

quantités  comme  fonctions  de  f. 

759.  On  appelle  variation  seconde  d*une  fonction  U 
la  variation  de  dU  :  on  la  désigne  par  ^*U.  La  variation 
de  cette  dernière  est  appelée  variation  troisième  de  U  et 
se  désigne  par  3*1] ^  et  ainsi  de  suite. 

THÉORÈMES    SUR    LA   PERMCTATION    DES    SIGNES 

d  ET  d 


y    j  ET  i. 


760.  La  variation  de  la  différentielle  d^une  fonction 
de  X  est  égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

En  effet,  on  a  (758) 

d d  — ^— 

^dV  =  — ^  duit,      d9V  =  — —  ^idu, 
dt  du 

Donc 

9dV  =  d8Vf 

ce  qu'il  fallait  démontrer 
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761.  On  conclut  de  là 

puisque 

9.d^V  =  9d.d\]  =  d,SdV  =  J.d.dH, 

el  généralement 

762.  On  peut  aussi  intetverlir  Vordre  des  signes  i 


^'/- 


En  effet,  soit 

soient  iio  et  i/|  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  u 
qui  correspondent  aux  limites  Xo  et  Xi  :  on  aura 


Jr*»         r"'  dx 


Supposons  maintenant  que  t  se  change  en  <  +  df  :  il 
viendra 


SV 


/•"•     dx 

r/    \^du. 


Puisque  les  limites  u^  et  K|  sont  indépendantes  de  la 
variable  t  à  laquelle  se  rapportent  les  différentiations 
indiquées  par  la  caractéristique  ^,  on  peut  différentier 

le  signe  ff  9  ce  qui  donne 


sous 


""/."i'^h-- 


mais  u  ne  variant  pas  avec  £,  on  a 

\     du)  du 

et  si  Ton  opère  l'intégration  par  rapport  â  x,  il  en 
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résultera 
ou  bien 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VAIlIÂTIOIf  d'une  intégrale  DÉFINIE.  — CAS  OU  LA  FONCTION 
SOUS  LE  SIGNE  I    NE  DÉPEND  PAS  DES  LIMITES. 

763.  Proposons-nous  de  trouver  la  variation  de  l'in- 
tégrale définie 

où  Y  désigne  une  fonction  quelconque  de  :r,  de  y  et  d'un 
certain  nombre  de  dérivées  de  y  prises  par  rapport  a  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 
dérivées  se  réduise  à  deux  :  soit 

D'après  le  théorème  démontré  (762),  on  a  d'abord 

(i)  9V=  C  '^(YdT). 

Mais 

9.Ydx=:8\.dx-^y.9dx  =  9y.dx-h\.d9x. 

Or,  on  a  en  général 


j\d9x  =  \9x^  jSxdY, 


Donc,  si  (V3x)ç  et  {\dx)i  désignent  les  valeurs  de  ydx 
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qui  correspondent  k  x  =  Xo  et  k  x  =  Xt^  et  si  Ton  pose 
pour  abréger, 

{V^*)i=(V^x),-(V^x)„ 
on  aura 

(a)  f  VrftJx  =  (V^a:);—  f  *9xdy. 

Substituant  cette  yaieur  dans  l'ëquation  (i)  qui  revient  à 

èU=  f  \dydxA-yd9j:), 
il  en  résultera 


(3) 


^U  =  (V^*)i+  r  '(^Ydx^^xdY). 


Par  cette  première  transformation,  la  fonction  V  n'entre 

plus  sous  le  signe  i  que  par  sa  variation  et  par  sa  diffé- 
rentielle. 

764.  Posons  maintenant 

(4)      M=-,      N=-,      P=^,     Q=-: 
on  a 

dY  =  f/Ldx  -f-  Vdjr  -h  Pdp  -f-  Qr/7, 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (3)  et  remplaçant 
dy    dp    dq  -i      •      » 

*U=(V*jr); 


On  voit  que  la  fonction  Y  n'entre  plus  sous  le  signe  d'in- 
tégration. 
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765.  Pour  simplifier  encore  cette  expression ,  posons 
(6)  w=^/ — pBx^ 

É 

b>  représentant  la  différence  des  ordonnées  qui  corres- 
pondent, dans  les  deux  courbes  (755),  à  Tabscisse  x-^ixi 

on  aura 

d^  =.  ddf  —  pd8x  —  dp^JCy 

ou 

d»  =  Sdjr  —  pd9x  —  dp9x. 

Mais,  à  cause  de  dj  =  pdx^  on  a 

èdyz=z p^djc-^  ipdx  zrzpd^x  -f-  ipdXf 

donc 

</fti  =  3pdx  —  dp9x, 

d*où 

On  trouvera  de  la  môme  manière 
(8)  _.=a^-rJx. 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme 


(9) 


'r-='-"-x"('"-i"-'ë)- 


766.  On  peut  encore  simplifier  le  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  et  faire  sortir  du  signe  /  les 

dérivées  de  la  fonction  arbitraire  co.  On  a,  en  intégrant 
par  parties, 

Jp-dx  =  V.^j.^dx. 
De  même,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 

Stcim.  —  ^n.f  U.  19 


ago  COURS  d'analyse. 

Subsliluant  ces  valeurs  dans  Féquatioa  (9),  il  vient 

(10) 


n-'i 


formule  dans  laquelle  —  >  — ^  sont  les  dérivées  de  P  et 

de  Q,  par  rapport  à  x^  en  considérant  y^  p^  q  comme 
liées  à  JET,  au  moyen  Ae  Téquation  inconnue  j^  =  f(x)* 
En  posant,  pour  abréger, 


(II)      r=--r 


v,.^iP_g).+«g;, 


la  formule  (10)  pourra  s'écrire  plus  simplement 
ou  bien 

puisque  o)  =  ^^  —  ;7cîa:. 

767.  On  peut  meure  F  sous  une  autre  forme  en  rem- 

djc 


plaçant  co  et  —  par  les  valeurs 


W  r=  ^/  — p$Xy 

^**  •  * 

—  z=:6p  —  qSx, 

%ÂJu 


Il  vient  alors 


=  j[v-(-g).-Q,]*-(p-S)'-^W 
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CAS   OU  LÀ  FOnCTIOA  V  RENFERME  DEUX  FONCTI09S  DE  X. 

768.  S'il  entrait  dans  Y  une  autre  fonction  z  conte- 
nant X  et  quelques-unes  des  dérivées  de  z^  on  obtiendrait 

la  variation  de   /     Ndx  par  un  calcul  analogue  au  pré- 

cèdent.  Soit 

on  aura 


9  r\dx=T'+  r''(K«-f.KV)€te, 

en  posant 

dz  ,        dH 

»'  =  J«  — p'  ^^t 

Quant  à  la  partie  désignée  par  F',  on  l'obtiendrai t  en 
ajoutant  à  F  les  termes  qui  résultent  du  changement  des 
quantités  P,  Q,  ;?,...,  en  P',  Q',  p', . . . ,  dans  l'expres- 
sion (il)  du  n**  766. 


CAS    ou    LA    FONCTION    Y    DÉPEND    DES    LIMITES 

DE   l'intégration. 

769.  Revenons  au  cas  où  ]a  fonction  Y  ne  contient 
qu'une  seule  fonction  de  or,  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dépende  des  limites  jto  et  Xi  de  l'intégration.  Il 
faut  alors  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes 

19- 
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]ui  proviennent  de  la  varialion  de  ces  limites,  savoir  : 

r'fdW  ^         dV  ^         dV  ^         d\.    \    . 

Jx,    V^-^o  dj^   -"         dp.  dij.       I 

C'^/dY^  dV  ^  dW  ^  ^V,     \    , 

Mais  comme  doTo,  ^J^o?*  •  •»  ^«^d  ^^i9-  •  •  sont  des  con- 
stantes dans  Tintégration  relative  à  x,  on  peut  écrire 
sous  la  forme  suivante  : 

r'*d\  C'' d\  r'^dV 

les  termes  qu'il  faudrait  ajouter  à  F.  Les   intégrales 

f  •  dV   ,        C'^dS  j  .  ,        . 

1      -r-  ax,    I      -7-ax, . . .,  ne  contiennent  plus  rien 

qui  dépende  des  variations. 

On  compléterait  de  la  même  manière  la  valeur  de 

d  1     y  dxj  si  V  contenait  deux  fonctions,  /,  z,  avec  les 

dérivées  de  ces  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  limites. 
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SOIXANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

APPUCATIONS. 

Aatre  moyen  d'obtenir  la  Tariation  d*une  intégrale  définie.  —  Maximum 
et  minimam  d*une  intégrale  définie.  —  Conditiona  relatives  aux  limites. 
—  Cas  où  la  fonction  Y  cokitient  deux  fonctions  de  x.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points,  —  d'un  point  à  une  courbe,  —  entre  deux 
courbes. 


authe  moyen  o'obtenih  la  yakiàtion  d^une  intégrâl& 

DÉFINIE. 

770.  Les  calculs  par  lesquels  nous  Yenons  d'évaluer 
]a  Yariation  d'une  intégrale  définie  peuYent  être  modifiés 
dans  les  applications. 

On  a^  précédemment  (762),  obtenu  la  formule 


*0  *^*« 


S{\dx). 


Après  HYoir  remplacé  dans  Y,  qui  est  une  fonction  de  x,  j", 

p  et  i/,  ces  deux  dernières  quantités  par  -'-y »   on 

prendra  la  variation  de  \dx  en  considérant  jr,  y  y  dx^ 

dy 
dj-y  d  -j-  comme  des  fonctions  du  paramètre  t.  Le  résultat 

contiendra,  sous  forme  linéaire,  les  variations  dx,  $yy 
et  Sdx^  ^dj^, . . ,  ou  les  différentielles  ddx^  d$y, .... 
Comme  on  doit  ensuite  intégrer  par  rapport  à  x,  on  fera 

sortir  du  signe  i  ,  au  moyen  de  l'intégration  par  par- 
ties, les  diflerentielles  des  variations  5x,  3^,  de  sorte 
qu'il  ne  restera  sous  le  signe,  que  ces  variations  multi- 
pliées par  des  quantités  qui  en  sont  indépendantes.  Le 
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résultat  sera  de  la  forme 


w 


H  et  K  étant  des  fonctions  connues  de  Xj  y  et  des  déri- 
vées de  y^  mais  ne  contenant  pas  les  variations  de  ces 
variables.  En  comparant  ce  résultat  avec  celui  qu*on  a 
trouvé  plus  haut  (766) 

on  en  conclura  que  F  et  K  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deux  expressions,  et  qu'on  a  identiquement 

771.  Le  calcul  qui  a  donné  l'équation  (I)  n'a  servi  qu'à 
mettre  en  évidence  cette  relation.  Dans  les  applications, 
on  suivra  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (II), 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  auxiliaire  &>, 
et  sans  recourir  aux  formules  générales  (766). 

Si  l'on  ne  faisait  varier  que  y^  on  aurait  dx  =  o  et 

t/ X  V  X 

P  se  déduisant  de  F,  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  Sxa  et  âxi. 

Si  l'on  faisait  varier  x  seulement,  on  aurait 


=-r 


K^  9xdx , 


F''  représentant  ce  que  devient  F  quand  on  y  fait  âyo  =  o, 
SXi  =  o. 

772.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  cas  où  il 
entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  dex  avec 
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les  dërivëes  p'  et  q'  de  z.  On  arriverait  à  une  équation 
telle  que 

Mais  la  marche  suivie  pour  trouver  la  relation  (II)  don- 
nerait encore 

h  f  \dx=zT'h  f  \K(êx'-p9x)-hK\Sz^p'ex)]dr, 

et  ces  valeurs  doivent  être  identiques.  U  faut  donc  que 

Ton  ait 

H  =  — (K/?^-Ky). 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    d'uNE   INTÉGRALE   DÉFINIE. 

773.  Proposons -nous  maintenant  de  déterminer  la  va- 
leur de  j^  en  fonction  de  x  qui  rendra  Tintégrale 


je. 

\dx 


un  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  U  doive  être  un  minimum,  et  soit  y  z=f(x) 
la  fonction  cherchée.  Il  faut  qu'en  donnant  k  x  elky  des 
accroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  dx  et  Sy^ 

l'accroissement  correspondant  de   l'inlégrale     /      Vdx 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  Sx  et  de  ij".  Or^  Taccroissement  de  cette 
intégrale  se  compose  de  deux  parties.  Si  Ton  pose 

AU=^U-hp, 

la  première  partie  ô\J  renferme  les  variations  ix^  3y, 
dp,  Sq  au  premier  degré,  et  sous  forme  linéaire^  la  se- 
conde partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
périeures à  la  première  et  leurs  produits.  Quand  dU  n*est 
pas  nulle,  le  rapport  de  p  à  dU  a  pour  limite  o.  Donc,  si 
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Ton  suppose  Hx  el  dy  infiniment  petites,  le  signe  de  AU 
sera  le  même  que  celui  de  (ÎU.  Il  faut  donc,  pour  que  U 
ait  une  valeur  minimum,  que  l'on  ait  dU  =  0^  car  au- 
trement, en  changeant  les  signes  des  variations  dx  et  dj 
sans  changer  leurs  valeurs  absolues,  le  signe  de  oU,  et 
par  conséquent  celui  de  AU,  serait  changé,  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

^U  =  o 

est  la  condition  du  minimum;  c'est  aussi  celle  du  maxi- 
mum, caria  différence  AU  doit  aussi,  dans  ce  cas,  avoir 
toujours  le  même  signe,  ce  qui  ne  pourrait  être  si  la 
variation  de  U  était  difTérente  de  o. 

La  condition  5U  =  o  n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  eQct,  d'après  la  série  de 
Taylor,  on  a 


AU  =r  ^U  -4-  —  5'U  H ^  ^»U  -+- 

I .2  I  .2.3 


•  •  s 


si  JU  est  nulle,  le  signe  de  AU  dépendra  de  celui  de  J'U 
pour  de  petites  valeurs  de  Sx  et  de  iy.  Par  conséquent, 
si  d'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  ix 
et  dy  changent  d'une  manière  quelconque^  tout  en  restant 
infiniment  petites,  U  sera  un  minimum.  Si,  au  con- 
traire, J'U  reste  négative,  quels  que  soient  dx  et  dj\ 
U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  J'U  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvent  dispensé  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
tion qui  indique  clairement  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

774.  LVquaiion  cîU  =  o  revient  à 

\      Kw^jr=:o  (766). 

Je  dis  que  cette  équation  entraine  les  deux  suivantes 
(a)  r=:o,     K  =  o. 
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Et  d'abord  la  fonction  K  doit  être  nulle.  En  effet,  sup- 
posons qu^il  n*en  soit  pas  ainsi.  On  peut,  pour  chaque  va- 
leur de  X  comprise  entre  Xo  et  X],  changer  à  volonté  les 
valeurs  de  ix  et  de  dy,  qui  sont  arbitraires,  et  conséquem- 
raent  celle  de  co  ou  dy  — pix^  en  supposant  constantes 

les  valeurs  de  îx^,  d/^,  ^P^i  ^^1»  ^J^i»  ^Pi»  qui  *on' 
relatives  aux  limites  x^  et  X].  Mais  le  terme  F,  qui  ne 
contient  que  les  variations  relatives  aux  limites,  resterait 

constant,  tandis  que  Tintégrale  /      Kco/^r,  contenant  la 

fonction  arbitraire  a>,  ne  pourrait  pas  toujours  conserver 
la  même  valeur  quelle  que  fût  cette  fonction  0»,  et  par 
conséquent  Téquation  (i)  ne  pourrait  pas  être  toujours 
satisfaite  si  K  n'était  pas  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante. Comme  cd  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  choi- 
sissant de  manière  qu'elle  ait  le  même  signe  que  K  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quantité  finie  F  est  positive  ou 
nulle*,  ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  à  K,  si  F  est 

négative,  la  somme  F+  1      Ktùdx  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  au  lieu  d'être 
nulle.  11  faut  donc  qu'on  ait  K  =  o,  d'où  résulte  aussi 
F=o. 

CONDITIONS    RELATIVES   AUX   LIMITES. 

775.  Lorsque  V  ne  contient  que  x,  j",  p  et  y,  l'équa- 
tion K  =  0,  ou 

j  .,  _j  .  ^'Q  .        d'rf       d'Y 

est  du  quatneme  ordre,  puisque  -T-y  contient  — ~  ou  -j-^  • 

Il  faudra  intégrer  cette  équation,  et  l'on  aura  un  résultat 

de  la  forme 

7  =  f(a:,C,C',C",C''), 
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contenant  quatre  constantes  arbitraires.  Pour  les  déter- 
miner il  faut  avoir  égard  à  l'équation 

(2)  r  =  o, 

relative  aux  limites  de  Tintégration.  Mais  il  est  néces- 
saire de  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  l'on  donne  les  valeurs  de  or,  j",  p,  q  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantités  étant  nulles  à  ces 
limites,  Téquation  r  =  o  est  identiquement  satisfaite, 
et  si  l'on  représente  par  V[x^  C,  C,  C,  Q"')  la  dérivée 
de  f  (or,  C,  C,  C^  C") ,  on  aura 

c'est-à-dire  quatre  équations  qui  déterminent  les  quatre 
constantes  inconnues. 

2^  Si  l'une  des  six  quantités  a:o»^o>  Po?  ^n  J^i»  Pi 
reste  arbitraire,  pi  par  exemple,  l'équation  F  =  o  ne 
sera  pas  identiquement  satisfaite;  mais  il  faudra  égaler  à 
zéro  le  coef6cîent  de  ^pi,  et  l'on  aura  l'équation  Qi  =  o, 
qui,  avec  les  équations  (3),  déterminera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  pj. 

3°  Si  Ton  avait  entre  les  valeurs  de  a:,  j^,  p,  relatives 
aux  limites,  une  équation 

(4)  ç(^o,ro)/^o,  ^.,ri>p»)  =  o» 

on  diflerentierait  cette  équation  par  rapport  au  para- 
mètre f,  et  l'on  aurait 

ax^  djr^  apt  tfx,  djTi  clpi 

En  portant  la  valeur  de  Jpi,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  F  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients 
de  JjTo,  J/o»  ^Po>  ^^i  et  ôj^j.  On  aura  donc  cinq  équa- 
tions qui,  réunies  aux  équations  (3)  et  (4)  1  détermineront 
les  dix  inconnues  C,  C,  C%  C",  x©,  j^o>  P09  ^i>  J'n  Pi' 


SOIXAltTIÈHE   LEÇOV.  ^99 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  de- 
vrait opérer,  si  Ton  avait  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'équations  relatives  aux  limites. 

CAS  ou  LA  FOUGTION  V   CONTIEUT   DEUX    FOIfCTIONS    DE   X. 

776.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  Y  con- 
tienne deux  fonctions  j^  et  ^  de  la  variable  x.  On  aura 
alors  ^768) 


(!) 


I      ydx  =  r  -h  /     (K«  4-  KV)  dx  =  o. 


Cette  équation  équivaut  aux  suivantes 

(2)  r=o,     K  =  o,     K'=o. 

En  effet,  o)  et  tù'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et 
indépendantes  Tune  de  Tautre,  et  F  ne  contient  que  les 
valeurs  des  variations  relatives  aux  limites  de  Tintégrale; 
donc,  si  K  et  K'  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes les  valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  F  =  o, 
tandis  qu'on  pourrait  faire  varier  a>  et  oa'  de  telle  sorte 

que  l'intégrale  /      (Kot>  +  K'o)')  dx  ne  fut  pas  égale  à  o.    . 

On  doit  donc  avoir 

K  =  o,     K'=o, 

et  par  conséquent 

r  =  o. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  j*  et  z  en  fonc- 
tion de  X.  La  troisième  sert  à  déterminer  les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  deux  premières. 

777.  Nous  avons  supposé  que  j^  et  z  étaient  des  fonc- 
tions indépendantes  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  entre 
elles  une  relation 

(i)  F(x,^,z)=o, 

les  variations  dy  et  iz  ne  seraient  plus  indépendantes. 
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On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

dV  ^         d?  ^         dF  . 

dx  ajr  liz 

équation  que  Ton  obtient  en  diflerentîant  Téquation  (i) 
par  rapport  à  I.  Remplaçons  dy  et  dz  par  leurs  valeurs 

il  vient 

dF  -  dF  ,    «  .       dF  ,    ,,  ,x 

dx  dx  '         (iz 

OU 

dF       dF  dF    A  ^  dF  dF    , 

•i J- P  -\ P     ]  0  X  -T-  —r~  (ù  -\ —«=0, 


dx         dy  (Iz  "^  I  df  dz 

OU  enfin 

I     ^  dF  dF     , 

^  dy  dz 

car  on  trouve 

dF       dF         dF    , 

,  en  diiïerentiant  Téquation  (1),  par  rapport  h  x. 
De  Téquation  (2)  on  déduit 

et,  par  conséquent, 

Pour  que  cette  variation  soit  nulle,  il  faut  qu'on  ait 

(3)  r  =  o, 

(4)  K^-K'l^  =  o. 

^^  (iz  dr 

Les  équations  (1)  et  (4)  feront  connaître  jr  et  z  en  fonc- 


on  a 
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tion  de  x.  Quant  à  Téquaiion  F  =  o,  elle  servira  à  déter- 
miner les  constantes. 

778.  On  peut  aussi  éliminer  Tune  des  quantités  o),  to' 

au  moyen  d*un  facteur  indéterminé.  En  multipliant  par  / 

l'équation 

dF         dV   , 

et  ajoutant  le  produit  à  la  fonction  qui  est  sous  le  signe 
1  dans  Texpression 

I       V</j:  =  r-4-/       (Kw-f-K'w'Jctr, 

On  profite  de  Tindétermination  de  X  pour  faire  dispa* 
raitre  (ù\  en  posant 

(5)  ï^'+^S=o; 

et  comme  w,  qui  reste  encore  sous  le  signe  / ,  est  tout  à 

fait  arbitraire,  il  faut  égaler  à  o  la  quantité  qui  la  mul- 
tiplie, ce  qui  donne 

dF 
(6)  K-h>^  =  o. 

Eu  éliminant  X  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  obtient 
Féquation  déjà  trouvée 

dF  dF 

dz  djr 

779.  Ce  qui  précède  montre  la  marche  à  suivre  dans 
le  cas  où  la  fonction  V  contient  un  nombre  quelconque 
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de  variables,  liées  entre  elles  par  des  ëqaadons  données» 
les  valeurs  des  variations  qui  se  rapportent  aux  limites 
de  Tintégration  devant  satisfaire  à  certaines  conditions 
déterminées.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

LIGHE  LA  PLUS  COURTE  EHTRE  DEUX  POIHTS  DAl^S  VH   PLAH. 

780.  On  demande  la  ligne  située  dams  un  plan,  pas^ 
sont  par  deux  points  A  et  B,  et  qui  soit  la  plus  courte 
qu*on  puisse  mener  entre  ces  deux  points. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan,  soient 
^•9^0  les  coordonnées  du  point  A  et  Xy^ji  celles  du 
point  B.  Dans  cet  exemple  on  doit  avoir 


et (774) 


mais  (764) 


\->f  p^dx  =  o 


dx         dx^ 


N==o,       P=  — ^ — >     Q  =  o. 


Il  faut  donc  qu'on  ait 

il  s'ensuit 

P 

=  const., 

OU)  ce  qui  revient  au  même, 

P  =  C; 
d'où 

(2)  ^=C*  +  C', 

C  et  C  étant  deux  constantes.  D'ailleurs,  il  suffit  que 
l'équation  K  =  o  soit  satisfaite,  puisque,  les  valeurs  de  x 
et  dey  relatives  aux  limites  étant  fixes,  les  variations 
dxo}  d/o)  ^^iy  ^Ji  sont  nulles,  et,  par  suite,  on  a  iden- 
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tiquement  F  =  o.  La  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne 
droite  *,  les  constantes  C  et  C  se  détermineront  par  les 
équations 

LIGNE  LA  PLUS  COURTE  d'uN  POINT  À  UNE  COUEBE   PLANE. 

781.  Soient  A  et  LN  le  point  et  la  courbe  donnés 

dans  ]e  plan  xoj]  et 

(I)  r  =  >K') 

l'équation  de  la  courbe. 

Soit,  de  plus,  ÂB  la  ligne  la 
plus  courte  menée  du  point  A  à 
un  point  de  la  courbe  donnée. 
L'extrémité  A  de  la  ligne  AB  est  fixe;  Tautre  extrémité 
peut  varier  de  position  sur  la  courbe  LN. 

En  conservant  les  notations  du  cas  précédent,  on  arrive 
encore  à  Téquation 

la  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne  droite. 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  C. 

Or,  on  a 

^jro=0,      1^X0=0,     Q  =  o, 

mais  les  variations  dxi  et  d/i  ne  sont  assujetties  qu*à  la 
seule  condition  que  le  point  (xi  -f-  Sx^jr^  -f-  âji)  soit 
sur  la  courbe  donnée.  On  a  donc 


d'ot 


et,  pour  que  F  s'annule, 


On  en  conclut 


ou 

C3) 


i-\-C^'{xi)  =  o, 
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puisque 

/?i  =  C. 

On  dëlerminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 

équations 

y,  z=  Cx.  +  C,      i-h  Cf  (xi  )  =  o, 

Il  résulte  de  Téquation  (3)  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 


LIGNE  LÀ  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  COURBES  PLANES. 

782.  Soient 

(i)  •  r  =  ?(*)» 

(2)  y  =  ^  [x) 

les  équations  de  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 
En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve 

que  la  ligne  clierchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

(3)  x  =  Cx-ha; 

mais  la  détermination  des  con- 
stantes ne  se  fait  plus  de  la  même 
manière.  Dans  ce  cas  dxo,  Sy^^ 
$Xij  djTi  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  A'(ro-h  Jotoî/o-I-  Jjo)  reste  sur  la  courbe  (  i) , 
et  le  point  B'(xt -h  î^i^jj -h  djt)  sur  la  courbe  (2). 
Mais  Téquation  F  =  o  (767)  se  réduit  à 


qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci  : 

(4)  ^^i  [l  H-  Cf  (xi)]  -  ^*.[i  -4-  Cff'ix,)]  =  o, 

â  cause  des  équations 
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Or,  les  variations  $Xo  el  $Xi  étant  indépendantes  Tune  de 
Tautre,  Téquation  (4)  se  partage  en  deux, 

.5.  (    H-Cf(^.):=0, 

^   ^  I  i-f-Cy'(a;.)=o, 

qui,  réunies  aux  suivames, 

jTç  =  Cxo  -f-  C,      7o  =  7(jfo), 

déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C,  et  les 
coordonnées  x^^  /^,  ^i^J\  <lcs  extrémités  de  la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées. 

EXERCICES. 

i.  Trouver  ia  fonction  qui  rend  maximum  P expression 

J\      (i h  gj  I  dx. 


Solution  : 


=  \/é-'' 


2.  Trouver  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum  l* ex- 
pression 


£'(x'+r'f(.+£)k 

Solution  :  En  coordonnées  polaires 

r'^'cos(/i4-a)(e-0,)  =  C. 
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COURS    n  ANALYSE. 


SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  APPUCATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précédents.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points  dans  l'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnée.  —  Surface  de  révolu tion  minimum. 


AUTRE  MANIERE  DE  RÉSOUDRE  LES  PROBLÊMES  PRÉCÉDENTS. 

783.  Au  lieu  d^applîqucr  les  formules  générales,  on 
peut  opérer  directement  comme  il  a  été  expliqué  n"  770. 
Dans  les  trois  problèmes  qui  précèdent  on  doit  avoir 


(•) 


S  l      \[dx^  -H  <^'2  — -  Q . 


mais  en  posant  ds  =  ^dx^  -+- 1/^  * ,  on  a 
et  comme  Tiniégration  par  parties  donne 


ds' 


/--  dSx  ^-~  Sx^  I Sxd 
ds  ds  J 

rdx   ,^         fty  ^  A      tiy 

réquation  (i)  prend  la  forme 

Mais  de  ridenlité 


on  tire 


d'où 
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dx     dx       dy     dy 

ds      ds        ds      ds  ' 


ds  dx      ds  ds 


Donc,  pour  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  d'in- 

dx 
ds 


dx 
tégration  soit  nulle,  il  suffit  que  Ton  ail  ^  —  =  o,  ou 


d  —  =  0,  Supposons 

(3) 

d —  =o: 
ds         ' 

il  en  résulte 

I 

VI +y' 

d'où 

dr     „ 
^  =  i  =  <^' 

et 

(4)  jr=Cx+C', 

équation  d'une  ligne  droite. 

784.  Déterminons  maintenant  les  constantes  diaprés 
la  nature  du  problème  proposé. 

1°  Si  les  deux  points  (j^oî/o)>  (-^nj^i)  sont  donnés, 
les  variations  des  limites  JjTo,  5jo,  Sxi^  Sj'i  sont  nulles, 
et  l'équation  F  =  o,  ou 

est  satisfaite  identiquement.    Les   constantes  se  déter- 
minent, alors,  par  les  équations 

a°  Si  le  point  A  (xo,  /o)  est  fixe,  et  que  l'autre  point 
B(xiyj'i)  doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée, 

(5)  7  =  >!'('), 

20. 
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on  a 

9Xq  z=r  o,      J/o  =  O, 

et  réquation  F  =  o  se  réduit  a 

r/x,  dxi  -h  dfi  Sxi  =  o, 
doù 

(ir,  Syi 

rt.r,  ox^ 

donc  la  droite  (4)  est  normale  à  la  courbe  (5),  car 
v'j  rr:  ({;  (x^)  donne  Sji  =  ^'(jf^i)  ixi ,  et,  par  suite,  on  a 

I  -h  C^'(j:|)  =  o. 

Les  constantes  C,  C  et  les  coordonnées  du  point  ex- 
trême B  sont  déterminées  par  les  équations 

yr,  =  Car.  -4-  C,       1  -f-  Cy  {*,  )  =  O , 

3°  Enfin,  si  les  deux  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  données 

(6)  jr  =  if(a:),       /^^^x), 

on  aura 

ce  qui  donne 

^JTt  =  '^'(  X,  )  ^X,  , 

L  équation  F  =  o  se  réduit  alors  à 

[dXi  -h  (fyt  4»'i*,)]  ^x,  —  [dx.  -t-  djTt  y'(x«)]  Sx^  =  o 

et  se  partage  en  deux  équations  : 

parce  que  ixo  et  Sxi  sont  des  quantités  indépendantes, 
et  arbitraires.  Ces  deux  équations  montrent  que  la  droite 
cherchée  est  normale  aux  courbes  données. 
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Les  constantes  C  et  C,  les  coordonnées  Xo^y^^  J^i,  j^t 
des  extrémités  de  la  droite  minimum  sont  déterminées 
par  les  six  écpiatîons 

7o  — CXo  +  C,      jr,=r(p(ar.),       l -+- Cy'(jr,)  =:  o, 
^,  =  Cj:, -f- G',      J-,  =>Kx.),      n-Cf(j-,)  — O. 


LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  OEUX  POINTS,  OANS  L  ESPACE. 

785.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  lignes 
Fig.  i3o.  considérées  étaient  situées  dans 

un  plan  donné.  Cherchons  main- 
tenant quelle  est,  dans  Tespace, 
la  ligne  la  plus  courte  unissant 
deux  points  A  et  B. 

Soient  JCo»^o>  -^o  les  coordon- 
nées du  premier  poi  nt,  et  JCi ,  j^i , 
Zi  celles  du  second.  La  longueur 
de  l'arc  AMBsera  représentée  par 


PV"" 


Nous  aurons  donc 


d'où 


dxd^x  -+-  dyd^y  -h  dzd^z 

^\  dx:=. : ; 

ds 


et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties  : 
,  /•'•  Idx  ,         dr  ^         dz  ^  \ 

fdx^  dy'  dz  ^   \ 

\ds  ds  ds      J  t 


(0 


-+-  Srd-f  +  àzd  ^ 
ds  ds/ 


^\. 


Il  faut  maintenant  égaler  à  o  Texpression  placée  sous  le 
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sigae  I ,  et  comme  les  variations  dx,  iy^  iz  sont  indé- 
pendantes et  arbitraires,  on  aura 

iix  dy  dz 

Mais,  ces  trois  équations  se  réduisent  a  deux  distinctes. 
En  effet,  de  l'identité 


on  tire 


dx^       dy*       dz^  _ 


dx   ,dx       dr   ,dr        dz   ,dz 

—  fi h-^ûf 1 d —  =  o; 

ds      ds        ds      ds        ds     ds 


donc  si   l'on  a  rf---=o,   é/-^  =  o,   il   en    résultera 

ds  ds 

jdz 

a-7-=  o. 
ds 

Des  équations 

dy  .dz 

a-^-mO,      d — =0* 
ds  '  ds  * 

on  tire,  par  une  première  intégration. 


dx  dz 

57~^'     ds 


=  a^       —-:=«', 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


dx         '      tix 


Cy       —=c\ 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  y=cX'hC,     z  =  c'x-hCf 

équations  d^une  ligne  droite. 

786.  Pour  déterminer  les  constantes  c,  C,  c',  C,  il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

i^  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  variations 
djTo,  iy^y  dzo,  Sxij  iji^  izi  sont  nulles,  et  Téquation 
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r  =  o  est  satisfaite.  Les  quatre  constantes  se  déterminent 
en  substituant  les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  les 
équations  de  la  droite. 

2^  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  IK,  LN,  ayant  pour  équations,  la  pre- 
mière : 

(4)  r  =  ?(-«^)»    «  =  +  (*)» 

et  la  seconde  : 

(5)  /=*(ar),      z  =  W(x); 

m 

Téquation  r  =  o,  formée  au  moyen  de  l'équation  (i), 
donnera 


(6) 


Krix  _  dr  -,  '^^  ^    \ 

lis  lis    -^         ds       /. 


En  effet,  appelons  $(j^  et  ddi  les  deux  arcs  infiniment 
petits  AA'  et  BB',  situés  sur  les  courbes  données^  A'B' 
étant  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB,  on  pourra  mettre  F  sous  la  forme 

/dx  Sx        dr  9 Y        dz  $z\ 

\ds    3<T        ds   Sa        ds  èafx 

(.      [  d.r  Sx        dy  S  Y        dz  Sz\ 
—  S<Tt{ 1 --: 1 )   • 
\ds    Sa         ds   Sa        ds  Sa j ^ 

Les  facteurs  placés  entre  parenthèses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  représentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  AB  fait  avec  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  d<7o  et  do*]  sont  des  quantités  indépendantes 
Tune  de  Tautre,  on  voit  bien  que  Téquation  F  =  o  en- 
traine les  suivantes  : 


( 


dr  Sx        dy  S  y        dz  Sz\ 

ds   Sa         ds   Sa        ds  Sa  j  i  ' 

de  Sx        dy  Sy        dz  Sz\ 

•  V"  "ïi — ^■  T"  V — ^  -r  T-     ==  o , 
oj   oa        as   oa        ds  ûa  /  » 
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et  ces  équations,  qui  sont  au  fond  les  mêmes  que  les 
équations  (6),  expriment  que  la  droite  A6  est  normale 
aux  deux  courbes. 

À  cause  des  équations  (3) ,  on  a 

dy  dz 

dx  dx 

et,  puisque  les  extrémités  de  la  ligne  AB  doivent  rester 
sur  les  courbes  (4)  et  (5) ,  on  aura 

^J,  =  <l»'(X|)^X,, 

Les  équations  (6)  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

I-+-C*'(jr,)-+-c'V'(x,)=::0, 
I  -h  C(j)'(jr,)  -r  c-'<J)'(a:,)  ==o, 

et,  réunies  aux  huit  équations  suivantes, 

7,  —  c  j:. -t-  C,      x^=zcx^'{-C, 

«0  ~  <^'"^«  -^  C,  2,  =  C'X,  +  C', 

elles  forment  un  syslème  de  dix  équations  propre  k  dé- 
terminer les  quatre  constantes  et  les  six  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  droite. 

3°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  On  pourra  encore  mettre  F  sous 
la  forme  (7),  en  appelant  Shq  et  ddi  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A',  BB',  situés  sur  les  deux  surfaces;  et  comme  les 
déplacements  des  points  A  et  B  sont  indépendants  Tun 
de  l'autre,  on  aura  encore 


( 
( 


dx  Sx  djr  Sjr  dz  9z\ 

ds   Sa  lis  Se  ds  Sa  )  ^        ' 

dx  Sx  dy  S  y  dz  Sz\ 

ils  Sa  ds  S<T  ds  Sa/t 
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La  première  équation  exprime  que  la  droite  A6  est  nor- 
male à  une  courbe  quelconque  située  sur  la  première 
surface  et  passant  par  le  point  A  :  donc  la  droite  AB  est 
normale  à  la  première  surface.  Cette  droite  est,  par  la 
même  raison,  normale  à  la  seconde  surface. 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  points  A  et  B  so 
détermineront  comme  dans  le  cas  précédent. 

LIGNE    LA   1»LUS    COURTE    SUR    UNE   SURFACE   DONNÉE. 

787.  Soit 

(i)  F(x,jr,z)  =  o 

V équation  d'aune  surface  courbe;  proposons^nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  Ai\IB  que  Von  puisse  tra» 
cer  sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  J^o»  /o»  ^o  'es  coordonnées  du  point  A,  et  Xj,  y,, 
2i  celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  Ton  doit  comparer  étant  sur 
la  surface  (i),  les  variations  des  coordonnées  doivent 
satisfaire  à  Téquation 

(a)  -— ^.r  +  — -^/-4-  — -^3  =  o. 

fix  clf  dz 

L'une  des  conditions  du  minimum  est 

(3)  Kr=^X^~-f  ^jrf^4-^z^^  =  o. 

as  as  ds 

Mais  de  Téquation  (a)  on  peut  tirer  la  valeur  de  J«,  et 
la  porter  dans  Téquation  (3),  qui  devient 

'       ds        dï     ds  j^   -^  \      dx       d¥     ds   ■         ' 

dz     /       \       m 

et  cette  équation,  à  causedeFindépendancedes  variations 
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Sx  et  ây^  revient  aux  deux  suivantes 

dx       dx      dz 
"^dCs^dl'^ds^''' 

(4)  { 

d'fL-'^d^^o', 

ds        dF     ds  ' 

dz 

ce  qui  fait,  avec  Téqualion  de  la  surface^  trois  équations 
pour  déterminer  les  deux  fonctions  j^  et  z.  Mais  on  doit 
observer  que  l'une  des  équations  (4)  est  une  conséquence 
de  l'autre  et  de  l'équation  (i).  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (4) 

,1^     d-^     d— 

ds  ds  ds 


dF  "" 

dF          dF  ' 

dx 

df           dz 

OU  bien 

,  en 

désignant  par 

d\  la  valeur  commune 

de 

ces 

trois  ra 

ppoi 

•ts, 

ds 

■'1 

dF 

dr. 

dF 

—  d\, 

ày 

dF 

—  ,    d\. 
dz 

Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

dx    dy    dz 
pectivement  par  -r-?  -f-»  -r  :  nous  aurons 
^  ^      ds     ds     ds 

f  de     dx       djr     dr        dz     dz 
\  ds      ds        ds      ds        ds     ds 

—  (—d        —d        —d\  — 

\dx  ^y  dz       I  ils 

Or,  le  premier  membre  est  nul,  puisqu'on  Tobtiendrait 
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en  diSerentiant  Téquatioa 

djt^       dr^       dz"  _ 
ds*'^d?'^d?'^^' 

le  coefBcient  de  -r-9  dans  le  second  membre,  est  aussi  nul 

ds 

à  cause  de  Téquation  (i).  Donc  Téquation  (5)  est  une 
identité.  Par  conséquent.  Tune  des  équations  (i)  et  (4) 
est  une  conséquence  des  deux  autres.  Il  suffira  de  consi- 
dérer deux  de  ces  équations,  pour  que  la  ligne  cherchée 
soit  déterminée. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont 
nommées  lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  elles  jouis- 
sent de  cette  propriété  que  tous  leurs  plans  osculateurs 

sont  normaux  à  la  surface.  En 
effet,  soit  K  le  centre  de  cour- 
bure de  AMB  au  point  M.  La 
droite  MK  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 


Fig.  i3i. 


y,  dx 

6)     d—, 

ds 


d'-l 

ds 


D*un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface,  au  point  M, 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
portionnels à 

dY^       dY       d? 

dx        dy         dz 

Mais,  d'après  les  équations  (4)9  ces  trois  dérivées  sont 
proportionnelles  aux  quantités  (6).  Donc  les  angles  for- 
més par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  égaux,  et  la 
normale  à  la  surface  a  même  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  en 
un  point  quelconque  M  d'une  ligne  géodésique  est  nor- 
mal à  }a  surface. 
Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 
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blême  précédent,  et  Ton  verra  de  la  même  manière  que 
si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données 
sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  Il  convient  d'observer  que  la  propriété  d'être  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quelconques  d'une 
surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  portion  d'une 
courbe.  Par  exemple,  sur  la  sphère,  le  plan  de  tout 
grand  cercle  (qui  est  en  même  temps  son  plan  osculateur) 
est  normal  à  la  surface.  Mais  la  propriété  du  minimum 
appartient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres 
qu'une  demi-circonférence. 

SURFACE    DE    RÉVOLUTION    MINIMUM. 

790.  Étant  donnés,  dans  le  même  plan,  deux  points  A 
et  B,  tt  une  droite  CD,  trouver  une  courbe  AMB,  située 
dans  ce  plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD,  engendre 
une  surface  de  ïév^olution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  j^  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  Xo^  f^ 
les  coordonnées  du  point  A,  et  Xijji  celles  du  point  B. 
La  surface  engendrée  par  AMB  étant  représentée  par 

'     jds,  la  question  proposée  revient  à  chercher  le 
minimum  de    i    jds.  Or,  on  a 

o  /     yds=  I      lyds—  j     (ojy  ds -r-ycds); 


mais 
d'où 

donc 


ds^  =  dx»  -1-^*, 
dslds  =  dxodx-^  dy^dy  —  dxdlx  -^  dydly\ 
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et,  en  intégrant  par  parties, 

II  faut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe  I 
dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 

Mais  la  seconde  équation  est  une  conséquence  de  la  pre- 
mière. En  effet,  on  a  identiquement 


i^^H 


=1"— 1-1)1 1- 


car  cette  équation  revient  à 

flv     [    d.r\        dr  .        dy   ^ydr 

ou 

,     ( djr^       dr^\         .  ( dx   ,dx        dr   .dr\ 

conséquence  des  équations 

dx'        dr* 


ds*        ds* 

^d^^^d'!-^-=o. 
ds      ds         ds      ds 


11  suffit  donc  de  considérer  Téquation  (i),  qui  donne 


dx 

d'où 


^Ts^''^ 


-■^V^-^s 
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et,  en  résolvant  par  rapport  à  dXj 


L'intégrale  de  cette  équation  est 


-c-  =  cl(^+^^f-'') 


X 

d'où  Ton  tire 

(3)  ^^iU  '    ^^      ''    A 

équation  d'une  chainette  (574,  2^). 

Les  constantes  c  et  c'  se  déterminent  comme  dans 
Texemple  précédent.  Si  Ton  fait  passer  Taxe  des  j^  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  =  o,  et 


=  i[t^^e    ^). 


Si  les  points  A  et  B,  au  lieu  d'être  fixes,  devaient  se 
trouver  sur  deux  courbes  données,  on  obtiendrait  encore 
une  chainette  normale  à  ces  deux  courbes. 

EXERCICES. 

i .  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface  d'un  cy^ 
lindre. 

Solution  :  Courbe  faisant  avec  les  génératrices  un  angle  constant. 

2.  La  ligne  minimum  sur  une  surface  dcveloppable  se  trouve 
par  la  quadrature. 
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SOIXANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Brachifltochrone.  —  Remarques  snr  Téquation  K=o.  —  Maiimum  oa 
minimum  relatif.  —  Problèmes  sur  les  isopérimètres. 


BaACHISTOCHROIfE. 


Fig.  r3a. 


791 .  Problème.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B, 
trouver  la  courbe  A  MB  que  doit  suii^re  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  possible»  Cette  courbe  s^appelle  brachistochrone^ 
ou  courbe  de  plus  vite  descente. 

Prenons  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  Xj  et 

deux  axes  rectangulaires  Oz  et 
Oy  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  l'on  suppose  que 
le  mobile  soit  parti  du  point 
A  (.x'o,j^j,  Zo),  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  aura,  en  désignant  par  V 
sa  vitesse  au  point  M(x,j^z)^ 

(l)  \^=ig{x—jr.). 

Mais  s  étant  Tare  parcouru,  et  t  le  temps  écoulé,  on  a 

dt 

valeur  qu'il  faut  prendre  positivement,  parce  que  l'arc 
augmente  continuellement  avec  le  temps.  Il  en  résulte 


dt 


—  SJ2.gyX—  X.)^ 


320  cotns  d\maltse. 

d'où 


On  aura  donc,  en  nommant  T  le  temps  nécessaire  pour 
parcourir  l'arc  AB,  et  Xx  Tabscisse  du  point  B, 

Il  faut  maintenant  chercher  la  variation  de  Tintégrale 

En  posant 
on  aura 


Mais 


^  fxds  =  Ç{l\ds  +  \lds). 


<yX= (x  — X.)    '  (^x  — ^x«); 


d^un  autre  côté, 


d'T   , .  dy  ,^  dz   ,^ 

$ds  =  --  dSx  -h  -^  É?<îr  -h  -r  d$z. 
ds  ds  ds 


Mettant  ces  valeurs  dans  Téquation 
(3)  S  jXds—o, 


on  a 


/i  -^ 

—  (x — x^)    ^ds 

Intégrant  par  parties,  et  faisant   sortir  du  signe  i  les 
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difrérentielles  des  variations,  on  a  défini livemcnt 

0 


/        \   //.' 


Pour  que   la   quantité    placée    sous   le   signe  |  dans  la 

seconde  intégrale  soit  nulle,  il  faut  égaler  à  o  les  coef- 
ficients des  variations  Jjr,  5y,  Jz,  ce  qui  donne 

(4)  ^  (x  --  x.)'^  ds  +  ^(x^[^  j  =  o, 

,5,    ■     .(xi;)=o,  .(x2)=o. 

Les  deux  dernières  équations  sont  suffisantes;  car  on  a 
identiquement 

puisque 

dr*  -f-  <y)-'  -h  dz^ 

Mais 


2 

On  aura  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (5) , 

dx      [      dr\  I  de 

c'est-à-dire  Téquaiiou  (4). 

Stvbm.   —  jln.t  11.  2! 


39.9.  Gouns  d'ânâltse. 

On  tire  des  équations  (5) 


=  c. 

^s=^. 

ou 

(fi)         '    ''»■  - 

c. 

'         dz 

*    ^               Slx-x,ds 

^x  -  ,.  rf* 

d'où  l'on  déduit 

dy 
dz  " 

C 

et 

(7)                              / 

C 

Z-4-C'. 

792.  Cette  équation  montre  d'abord  que  tous  les  points 
de  la  courbe  sont  dans  un  même  plan  vertical. 

En  remplaçant  ds  par  yjdx^  -+-  dy^  et  C  par  -^  pour 

Vu 
rhomogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équations  (6) 


y  a  — x  + 


dy=     ...     „  .  ^ 


Si  Ton  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  xj^  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
x^  =  o,  et  Téquation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit à 


(8)  dr 


=  ^'\[^ 


La  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  a  a. 
En  intégrant  Téquation  (8)>  on  a 


I  a  —  9.  .r 


l  u  j.j:  t 

y=^  -  a  arc  cos \ax  —  x'. 

On  déterminera  la  constante  a,  c'est-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimant  que  la  courbé  passe 
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par  le  point  6  (a?],  ji).  On  peut  aussi  obtenir  ce  diamètre 
par  la  construction  suivante.  Décrivons  une  cycloïde  quel- 

conque  ayant  son  sommet  au 
point  A  et  pour  base  A/;  soit 
b  le  point  où  AB  rencontre  cette 
courbe.  A  cause  de  la  similitude 
des  deux  cycloïdes,  e  et  C  étant 
les  centres  des  circonférences  gé- 
nératrices qui  correspondent  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  ABC,  Abc  sont  sem- 
blables. Or,  les  points  6,  6  et  c  étant  connus,  il  suffira 
pour  avoir  le  centre  C  de  mener  BC  parallèle  à  ic  jusqu'à 
la  rencontre  de  Ac  prolongé. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 

au  point  B,  est  égal  à  -^=.  I      -=  (791),  en  prenant  To- 

rigine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
Téquation  de  la  courbe, 

T  =  — r^-    /     — =1  i  / —  arc  ces (I,  350). 

793.  Supposons  maintenantque  les  deux  points  A  elB, 
au  lieu  d'être  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AMB,  située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  Téquation  générale  F  =  o,  qui  est,  dans  ce 
cas  (791), 

-[^[d7''-^dl'^-^d,'')\^'^'  /  •  -.- T  =  o- 

Comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  les  deux 

21. 
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courbes  sont  indépendants  Tun  de  Tautre,  on  a  d  abord 

Celte  ëquaiion  exprime  que  le  cosinus  de  Tangle  TBU  est 
Fig.  i34.  nul,   BT  et  BU  étant  les  tan- 

gentes menées  par  le  point  B 
aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloïde  A  MB  coupe  la 
courbe  EF  à  angle  droit. 

Il  faut  maintenant  égaler  à  o 
le  reste  du  premier  membre  de 
Téquation  F  =  o-,  mais, aupara- 
vant, on  peut  simplifier  celle  équation.  En  effet,  on  a, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  AMB  (791), 


z-{^-!S 


I 

2 


</.r 


T=0> 


(.r~Xo)' 


OU 


(^  I')  -  H 


dS 


T  =  o; 


(x  -  ;ro)' 


d'où  l'on  tire 


*V  (.r  — .'•«) 


=-'^'!éh^^ 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  F  =  o,  elle  se 
ré  luit  à 


'•'     i-^r 


Sx,-h{X—)  Sj;  + 


(''S)^=«- 


Cette  équation  peut  être  rendue  symélrique  par  rap- 
port aux  variables.  On  a  trouvé  (791  ),  C  et  C  étant  deux 
constantes, 


fh 


dz 


X-^=:^C,       X-7-=C 


V. 


ds 


ds 


SOIXAATE    DKLXIEME    LE^OJV.  3lJ 

donc 

"l),-!-!).-  ("2),= (4').- 

L\'*({uation  (  2  )  devient  alors 

Cl.  eu  divisanl  par  Xi,  fadeur  commun, 

1^1    (7:)/'-(l),'--(s),'-=°- 

Celle  dernière  équation  exprime  que  la  langenle  h  !a  cy- 
cloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  lanî^rnle  menée 
à  la  courbe  CD  parle  point  A. 

Les  constantes  et  les  inconnues  JTq,  701  ^0^  ^^n/i^  ^1 
se  détermineront  comme  dans  les  «  xeniplcs  précédents. 

REMARQUE    SUR    l'iNTÉGRATION     DE    l'ÉQUATIOJ*    K  =  O. 

701.  C^est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  observations 
relatives  à  Téquation  différentielle 

1**  Supposons  que  ^  soit  uuJle,  c'est-à-dire  que  y 
n'entre  pas  explicitement  dans  V.  L'équation  (i)  se  réduit 
alors  à 

djc         djc^ 

d'où  résulte 

Cette  équation  n'est  plus  que  du  troisième  ordre,  si  V  ne 
contient  pas  de  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

2^  Si  M  =  0,  c'est-à-dire  si  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  V,  l'équation  R  =  o  se  réduira  encore  au  troi- 
sième ordre,  en  prenant  jr  pour  variable  indépendante^ 


32G  COURS  d'analyse. 

mais  on  peut  encore  la  réduire  au  iroisième  ordre  de  la 
manière  suivante.  A  cause  de  M  =  o,  on  a  (764) 


d'aill 


curs 


dx  da^ 


Éliminant  N  entre  ces  équations,  on  aura 

d'où 

,3,  V=P,,q4_,^^„ 

équation  du  iroisième  ordre  seulement. 

3**  Si  Ton  avait,  à  la  fois,  M  =  o,  N  =  o,réquation(3) 
se  ramènerait  au  deuxième  ordre.  On  aurait  alors 


d'où 


d? 

du: 

d^q  _ 

dx^ 

=  0, 

P- 

dQ 
dx 

c\ 

et  Féquation  (3)  deviendrait 

(4)  \  =  qq'hc'p-he. 

Voici  un  problème  dans  lequel  ces  simpliGcations  se 
présentent. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle,  que  Vairc  ACBD  comprise  entre  Varc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la  portion  de  dét^e" 
loppée  CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure  C  et  D 
soit  un  minimum, 

11  ne  peut  pas  y  avoir  de  maximum,  puisque  AB  deve* 
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nant  une  ligue  droite,  la  surface  correspondante  serait 
infinie.  En  prenant  une  courbe  peu  difTérente  de  cette 
droite,  on  aurait  donc  une  aire  aussi  grande  qu'on  vou- 
drait. 

Soient  MK  et  M'K'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
^'^8'  «35.  points  infiniment  voi- 

sins M  et  M\  Le  trian- 
gle infiniment  petit 
MK'M'     est     égal     à 

-pds^  en   appelant   p 

le  rayon  de  courbure 
MK,  et  ds  Tare  infini- 
ment petit  MM'.  On  en  conclut  aisément  que  la  surface 
en  question  a  pour  mesure 


x^  et  Xj  étant  les  abscisses  des  points  extrêmes  A  et  B. 

Comme  la  fonction  V  ne  contient  explicitement  ni  x 
ni^,  nous  appliquerons  la  formule  (794) 

(i)  V  =  Q^-f-c>H-r: 


or, 


Q  =  - 


on  a  donc 


i^+p'Y  _      {^-^p'Y 


lq 


2r/ 


-+-  c* p  -+-  c, 


ou 


9 


3^ 


Comme  p  = —^  cette  équation  revient  a 


c'p  H-  c 
f>= ■- 
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Soit  0  Tangle  MTx  que  fait  la  tangente  MT  au  point 
M  (x^j)  avec  Taxe  Ox  :  on  a 

tang9=y7,     sin9=-T-^- 1      cosO  =r -^_^^=:«- 

Par  conséquent, 

p  =1  o'sinO  -+-  rcosO. 

Soient  a  et  a  deux  nouvelles  constantes,  telles  que 


c=  —  ftâsina,     c'=2iicosa, 


on  aura 


a  =  -  s/r'-^^'^ 


c'-r-c  ', 
2 


c  c' 


sina= —         1      cosa=  —, =^t:*, 


•  • 


on  a  ainsi 

(3)  p  =  2flrsin(ô — a). 

Prenons  doux  nouveaux  axes  rectangulaires Ojc' et  Oj'', 
tels  que  x'Ox  --  a. 

Si  l'on  fait  6  —  a  =  6',  on  aura 

p  =  2a$in6'. 

Formons  iV'quation  différentielle  qui  convient  à  ces 
nouveaux  axes.  On  a 

dx 

d'où 

dy 
dx 


tangO'rrr  -T'Y 


Sin&'=rr 


v/ 


dy' 


Remplaçons  p  par ~ 5  valeur  qui   suppose    la 


dx^ 
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courbe  concave  vers  Taxe  des  a:  :  ou  a 


équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée,  par  rap- 
port aux  nouveaux  axes.  On  tire  de  cette  équation 

dx  =   — ;.  "Y  > 


(-£) 


d'où 

a 


(5) 


X  —  c 


En  supposant  la  constante  c  connue,  on  peut  imaginer 
que  Taxe  desj^  soît  transporté  parallèlement  à  lui-même, 
de  telle  sorte  que  toutes  les  anciennes  abscisses  soient 
diminuées  de  c.  L^ équation  différentielle  de  la  courbe  est 

alors 

a 

X  = 9 

dY^ 

ou 

(6)  dr^dx\J't-x. 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  Taxe  est 
dirigé  suivant  Taxe  des  x,  et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  Taxe  des  j^. 

Pour  déterminer  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  Téqualion  de  la  courbe  rapportée  aux  an- 
ciens axes,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  ; 

1^  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés  ainsi  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  points,  Tcquation  r  =  o  est 
satisfaite  identiquement;  car  on  a  Jx,,  =  o,  5y^  =  o, 
ip^  =  o,....  On  aura  les  quatre  constantes  en  substituant 
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les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  Téquation  de  la 
courbe,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  données. 

2^  Si  l'on  donne  les  points  A  et  B,  sans  donner  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  deux  points,  Téquation  F  =  o 
deviendra 

Qt  ^px  —  Qo  */?•  =  o, 

et  comme  les  variations  $/7|  et  ^p^  sont  indépendantes 
Tune  de  Tautre,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

Q,  =  o,     Q.  =  o; 
on  a  trouvé,  généralement, 

et  comme  i  +  p*  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  Ton  ait 

7,  =  00 ,     y,  =  do . 

On  déduit  de  là  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  aux 
points  A  et  B  :  ces  points  sont  donc  les  points  de  rebrous- 
sement  de  la  cycloïde. 

3^  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  que  la  tan- 
gente à  la  cycloïde  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

Dans  ce  cas  Téquation  F  =  o  se  compose  de  deux  par- 
ties :  un  terme  contenant  dxx^el  le  terme  Qi  àpi\  ix^  et 
dpi  étant  des  variables  indépendantes,  on  doit  avoir 
Q,  =  o,  d'où  ç,  =  00  .  Ainsi,  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rebroussement  de  la  cycloïde. 

MAXIMUM    ou    MINIMUM    RELATIF. 

796.  Dans  les  questions  précédentes,  il  s'agissait  de 
rendre  maximum  ou  minimum   une  intégrale  définie 
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V^x,  sans  autre   condition.   On   peut    ajouter   au 
problème  la   condition  qu'une   autre   intégrale  définie 
Vdx  ait  une  valeur  déterminée  /.  Par  exemple,  soit 


r 


proposé  de  trouver  parmi  toutes  les  courbes  planes  de 
même  longueur  /,  terminées  à  deux  points  A  et  B,  celle 
dont  Taire  comprise  entre  cette  courbe,  Taxe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  un  maximum.  La 
question  consiste  à  déterminer  jr  en  fonction  de  a:,  de 
telle  sorte  qu'ayant 


(ix  ^  I  -!-/>'  =  /, 


1 


'intégrale  /    jtlx  ait  une  valeur  plus  grande,  ou  plus 

petite,  que  si  Ton  remplaçai tj"  par  toute  autre  fonction  de 
X  satisfaisant  à  Féquation  précédente.  On  dit  alors  que 
Tintégrale  admet  un  maximum,  ou  un  minimum,  relatif, 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  Tin- 
tégrale  /      \dxj  avec  la  condition 


(1) 


f  'Vdx  =  i. 


Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  êtxe  nulles, 
si  Ton  compare  la  fonction  de  x  cherchée  avec  celles  qui 

f      U^x  la  même  valeur.  On  doit  donc 

avoir 

(2)  B  Ç  'Vf/x  =  o,    9  Ç  'vdx  =  o. 

£n  développant  ces  deux  conditions  comme  on  la  fait 
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pour  le  maximum  absolu,  on  a  deux  équations,  telles  que 
(3)  ^ '^  1      Kw</j-=ro, 

(/{)  e-i-    1        L««'/.r  —  o; 

r,  0,  K  et  L  sont  des  fonctious  que  Ton  formera  comme 
il  a  été  dit  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poser  séparé- 
ment r  =  o,  K  =  o,  car  w  n*cst  plus  une  fonction  entiè- 
rement arbilra'rc  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  élimi- 
ner Cl).  Posons 

(5)  /      Lwtlc  i7^ç(x), 

d'où 

^(.r,)  — o,       L      Lwr/jr  — ç(x,). 
Par  conséquent, 

0  -f-  (J)  (J*,)  =  o.       Oïl       ^(x,  )r-T  — 0. 

Il  résulte  de  là,  à  cause  de  Tindétermination  de  Oi>,  que 
<f(x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujettie  seule- 
ment à  s'annuler  pour  x  =  x^,  et  à  devenir  égale  à  — 0 
pourx  =^  Xf  Or,  on  a,  à  cause  de  Téquation  (5), 

I    r/i>(.r) 

0)  r^ '■ • 

L      (U 

Portant  cette  valeur  dans  Téqualion  (3),  il  vient 


r-^j      -^/î{x)  =  o, 
ou,  en  intégrant  par  parties. 

Comme  (p  (x)  est  une  fonction  arbitraire  dont  on  donne 
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les  valeurs  seulement  pour  x  =  Xo,  a:  =  jr^,  on  doit  avoir 
séparément  les  équations 

La  première  donne 

K 

T-"  =  —  a     OU     K  -i-  a  L  t^  o, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  seconde  condi- 

/  K  \  K. 

lion  devient  F-f-aO^o,  car  f  —  |  — — a,  puiscjuo-- 

a  une  valeur  constante  —  a.  On  a  donc  les  deux  équations 

(9)  r-haen^o,     K4-rtL=0. 

Il  y  aura  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  Ton 
cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  é(|ua- 
tion  de  plus 


X 


'• 


X., 


798.  Si  Ton  avait  cherché  le  maximum  de  Tintégrale 
définie 


(\-]raV)dr, 


on  aurait  été  conduit  aux  deux  équations  (9).  Par  con- 
séquent, la  recherche  du  maximum /Waf//' de  Tinléiçrale 

1       \dx^  lorsque   Tintégralo   1      \}dx    doit   conserver 

une  valeur  constante,  revient  à  chercher  le  maximum 

absolu  de  rinlégrale  /  (V-h  a\])dx. 

C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  justifier  par  le  raisonne 
ment  suivant. 


334 


COURS   D  ANALYSE. 


Si  /      (V  +  aU)  dx  est  uu  maximum,  pendant  que 


J  x^ 


\}dx  conserve  une  valeur  constante  et  égale  à  /,  U' 


et  V  désignant  des  fonctions  peu  difTérentes  de  U  et  de  V, 
on  doit  avoir 


(0 

(2) 

donc 

(3) 


'       IJ  dr  =  j       V'dxz=i; 
V^j:  >  /       V'dx  ; 


Ydx  est  un  maximum  lors- 

que  la  condition  f      l]dx=  l  est  remplie.  Réciproque- 

ment,  de  Tin  égalité  (3)  et  de  l'égalité  (a)  on  déduirait 
Finégalité  (i). 


PROBLÈMES    SUR    LES    ISOPÉRIMÈTRES . 

799.  Etant  donnés  deux  points  C  et  H  sur  un  plan, 
Fig.  i36.  troux^er  parmi  toutes  les  cour- 

bes  de  même  longueur,  situées 
dans  ce  plan,  et  terminées  aux 
points  C  «;<  D,  celle  pour  laquelle 
Vaire  ABDC  est  un  maximum. 
On  doit  avoir 


/     '  )fdj^ 


-hdy  =  i 


et  il  faut  chercher  le  maximum  de  l'intégrale   /     /  dx. 
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Diaprés  la  théorie  précédente,  on  devra  chercher  le  maxi- 
mum absolu  de  l'intégrale  /  {jdx-h  ayjdx^-hdy*)', 
ce  qui  conduit  à  poser 

Comme  les  limites  x^  et  Xi  sont  fixes,  la  partie  de  la 
variation  désignée  par  F  est  identiquement  nulle.  Ou 
peut,  en  outre,  ne  faire  varier  que  x.  On  a  ainsi 

ou,  en  intégrant  par  parties,  et  négligeant  la  quantité  pla- 
cée en  dehors  du  signe  1 ,  qui  est  nulle, 


p*xrf(r+«J)  =  0. 


et,  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  Sx, 

d'où 

(3)  r+.J^C. 


Remplaçons  ds  par  ^dx^  -j-  dj^^  et  résolvons  par  rap- 
port H  dx.  Il  viendra 

^^      (r-r^)^r_. 

d'où 
et 

(4)  (x-ey+(y-t/y=a\ 

^insî,  la  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 
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800.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres 
que  ton  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don^ 
nés  A  et  B,  trouver  celle  qui,  en  tournant  autour  de  la 
droite  Ox,  engendre  la  plus  grande^  ou  la  plus  petite 
surface  de  révolution. 

Il  faul  cherclier  le  maximum,  ou  le  minimum,  relatif 

de  Tintégrale  /     yds^  avec  la  condition 


X 


dsz=L 


La  question  se  ramène  (798)  à  la  recherche  du  maxi 
muni ,  ou  du  minimum,  absolu  de 


X. 


et  comme  a  est  une  constante,  on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  \  yds^ 
problème  déjà  traité  (790) ,  et  qui  donne  la  chainette. 

801.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres, 
trousser  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi' 
nitnum. 

L'équation  du  problème  est,  dans  ce  cas, 

$  j       [y^t/jr  -+-  ads)  -=  o; 


'p 


comme  les  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  on  peut  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abstraction  de  la  partie  F,  qui 
est  identiquement  nulle,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivée 
d'un  ordre  supérieur  au  premier.  D'après  cela  on  aura 
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On  déduit  de  Jà,  en  remplaçant  ds  par  ^dx^  H-  ^  % 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique  (572). 

8(>2.  Pboblème.  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa 
résolution  autour  d*un  axe  [taxe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

Ce  volume  étant  n  i  j^dx^  et  Taire  aît  \j^^  il  faul 
poser  (798) 

(i)  ^  I  (y*dx-h  2ayds)  =  o, 

a  étant  une  constante. 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la 
courbe,  on  peut  ne  faire  varier  que  x,  et  comme  la  formule 

donne 


Sds  =:  -r-  dix, 
ds 

on  aura 

^-  ^  -h  2  ^7  —  )  dSx  :=  o. 


/( 


En  intégrant  par  parties,  et  faisant  ^x  =  o  aux  deux 
limites,  on  a 

MjrflT  f  7» -♦- 2flj  —  j  =  o; 

d'où  Ton  conclut 

jr^ -h  2ajr  —  =  C. 

Chacune  des  constantes  a  et  C  pouvant  être  positive  ou 
négative,  on  peut  écrire 

de    ,     , 
jr^z^iajr-—  zh^*  =  o« 
ds 

Stcrh.  —  j4n,^  II.  22 
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et  de  là  résulte 


C^est  Téquation  diflërentielle  de  la  courbe  cherchée;  le 
radical  doit  être  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  il  change 
de  signe  quand  jr  devient  un  maximum  ou  un  minimum. 
Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 
Si  b  n'est  pas  nulle,  Tcquation  difierentielle  (2)  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  Fun  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  Taxe  des  x, 
comme  Ta  démontré  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  àe  M.  Liou ville  (^). 

EXERCICES. 

1 .  Déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  d'une  longueur  donnée, 
et  terminées  à  deux  points  fixes  A,  B,  celle  pour  laquelle  la  somme 
des  produits  de  chaque  élément  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite  AB  est  un  maximum. 

Solution  :  On  prend  AB  pour  axe  desx.  l^  question  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

2.  Parmi  les  courbes  planes  qui,  passant  par  deux  points  Jtxes, 
tournent  autour  du  mcmc  axe  situé  dans  le  même  plan  et  engen^ 
drent  une  surface  dont  l'aire  est  donnée,  trouver  celle  qui  donne 
lieu  au  volume  maximum. 

,  (>î-    f))dr 

Solution  :  ax  =         ' 


y/a\y^-{r^'-b)^ 


(*)  Foir  t.  VI,  p.  809,  et  une  IVole  de  M.  Stunii,  p.  3i5« 
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NOTES. 


NOTE  I. 

8TJR  m  CAS  PABTICUUBB   DE   LA  FOMOtB   DD   BINÔm, 

par  M.  E.  Citauk. 


(Extrait  dat  Compte,  rendus  de  l'Académie  de*  Science,,  ,„,, ,.  x^y  ^  ^^ 

Les  ouvrages  les  plus  estimés,  par  exemple,  le  Cours  ,V Analyse 
Ai^profond  et  regrettable  Stunn,  n'indiquent  pas  ce  que  devienUa 

I  i.a  JTTTJ  -X-+.., 

quand  on  suppose  x  =  ± ,    Cette  lacune  peut  être  aisément  com- 
blée  comme  il  suit  : 

J.  Lemme  I.  --Le  produit  u,  «.  «,...«,«,,,..,  ./^^,  /^y^,/,^ 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  la  série    "        »+'''^    • 


(  *  )  Cette  proposiûon,  qui  est  évidente,  peut  être  fort  utile.  Elle  nrouTc 
par  exemple,  que  les  produits  prouYC, 


I  5ii  i9'",7»-Hii-i*"»    7zz',--rz\-'~\'' 


r"-hi 


•> 


séca  scc-...séc-«.. 
a  n 


sont  convergents,  et  que  les  produite 
a  5  10  «*-»-  I 


peaTeot  dépasser  toute  limite. 


•  «  < 


2 '2. 
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2.  Lemhe  II.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  i'unité. 
le  produit 

P  — -L      ^  3  n 

"  ~~  /7I    //i  -h  I  //î-l-2    *  '  /«  -h  /i  —  I 

cro/îf  indéfiniment  avec  /i. 

En  effet, 

lim/il — ; =  Um/îl(  iH ^^^ — \  =  1-/11; 

i7i-h«— I  \       m-\-n  —  \J  ' 

donc  /a  f^rrc  atm/  aurait  pour  ternie  tcénéral  \ est  diver- 

'  '^  "  /n4-/î  —  t 

gente  (*);  donc  le  produit  P,  est  divergent  (Lemme  I). 

3.  Lemme  III.  m  étant  une  quantité  positive,  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  positifs,  /?  —  i ,  /?,  ie  produit 

p-hi      /?-h  a  n-\'i 


p  —  mp-\-\^m        n  —  m 
croit  indéfiniment  avec  n» 

4.  Théorème  I.  m  étant  une  quantité  positive  quelconque ^  on  a 

(A)     a  _n-_-+___4....-H ,.^  3      „ +•••• 

Le  reste  de  la  série  (A)  est  (**) 

i.2.3...(/i-hi)     (n-ep*— * 

Soit  ^  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  /it  :  on  peut 
écrire 

m{m  —  \), .  .(m  —  /?H-i) 


R  =  zt 


.  i.a. .  ./> 


«  —  m  p-hi  —  m        n  —  m 
X  '- ' ; •  •  • : X 


p^i       /^4-a  «4-1        (i-HÔ)"'"* 


-m 


Des  trois  facteurs  de  R,  le  premier  est  constant,  le  deuxième  a  pour 
limite  zéro  (Lemme  III),  le  troisième  ne  surpasse  pas  l'unité;  donc 
limR  =  o. 


(*)  Comptes  rendus^  t.  XLUI,  p.  6Q7. 
(**)  Cours  d'Analyse  t  l.  I,  p.  ii8. 
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5.  Théorème  II.  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 

...                     m      m(m  —  \)              mim — i)...(/w — /i-hi) 
Idi      0=1 : — I — ...± -+-.... 

La  démonstration  ne  diffère  pas  de  la  précédente,  pourvu  que  le 
reste  soit  rais  sous  la  forme 

jjf  _  ^  m[m--\)...(m^p-\-\) 

i.a. .  .p 

X  '- ^ •  • X  (i  —  ô)"-'  (*). 

8.  Théorème  III.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que 
Vunitéy  on  a 

II    __         m       /w(/w-f-i)       /7î(//î  +  i)  (m  4- a) 

i  m(m4-i). .  .(/y;  ~f-  /z  —  1)  _ 

\  1 .  a . . .  /2 

Dans  ce  cas^  Texpression  du  reste  est 

m(m-\-\). .  .(m-\- n]  \ 


V^'^^ 


donc  (Lemme  II)  limR''=  o. 

7.  Il  est  évident  que  la  série  (C)  cessa  d'être  convergente  à  par- 
tir de  //7  =  I ,  et  que  la  série 

m       m(m-\-\)      w(/?n- 1)  (w-h  2) 

I  1.2  1.2.3 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Les  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupé  sont  donc  les  seuls  qui  présentent  quelque 
intérêt. 


(")  Cours  d"* Analyse,  t*  1.  p.  lao. 


H»^ 
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NOTE  IL 

SUR  LES  POMGTIONS  ELUPTIQUB8  (*), 
par  M.  DBfPBTBOCS. 


L*intégrale  sous  forme  algébrique  de  l'équation 

fix  dr 

-h   .    ^     .  =  o 


s'obtient  aisément,  comme  on  sait  (**),  au  moyen  d'nne  intégration 
par  parties.  En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 


dx^i—jr^-^-df^i  — x^  =  o, 
on  en  déduit 

ldx^\—X^+  jdx^i^x^=z  const. 
Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

(' )  Pour  l'intelligence  de  cette  Note,  il  est  nécessaire  desaToirque  l'on 
donne  le  nom  d'intégrales  elliptiques  aux  intégrales  saivaotet,  dont  la  se- 
conde représente  la  longueur  d'un  aro- d'ellipse  : 

!«■•  espèce,  I  * 

Jo    VI  — c*sin«5» 

1^  espèce,  1     df^i—c^sin'p, 

3«  espèce.  f  ^  =r' 

Jo    (i-+-»siii'p)Vi  —  c*8in"5> 

Si  l'on  pose  «=  sinj»,  l'intégrale  de  première  espèce  deyient 

r  " 


(**)  foity  par  exemple,  Lacroix,  Traité  du  Calcul  dijjférentiel  et  du 
Calcul  intégral,  X,  H,  p.  473. 
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Jd,  ^T^r? = y^T^r^^J-^M^ 


Ajoutant  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  /  donnent  une 

somme  nulle  en  vertu  de  Téquation  différentielle  proposée,  on 
trouve  riutégrale  algébrique 


x\/ x^y^-^-yyJ \—  x*=z  oonst. 

Le  constante  arbitraire  qu'elle  contient  est  la  valeur  de  y  pour 
0?  s=  o.  Posons 

/  =  g,     x  =  sma,     v^i  — ari  =  cosa, 

Jo   yi  —  x^ 

et  de  môme 

•r      djr      __ 

Nous  aurons 

dx-hdp  =  o, 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x=o,    p=7,    ^  =  6in7. 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  sin7.  Par  suite  il  vient 
siny  ou  sin(a-HP)  =  sincxcosp  +  sinpcosa. 

Cest  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires. 

Le  même  procédé  s'applique  facilement  à  la  recherche  de  l'inté- 
grale d'Euler,  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

(ix  ,  fir 

V  I  — -  x**  /i  —  c^jù^      ^i  ^X^  yi  —  c'y' 

En  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs  et  divisant  par 
I  —  c*x'/',  on  a 

yVi  —  y^  yJ^  —  ^'jr'  ,    .    Cx/i  —  'T^  v^i  —  ^^•'"  /        ^    4 
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Or,  en  intégrant  le  premier  terme  par  parties,  on  obtient 


/ 


y/  I  —  ^>- V I  ~  c»7»  ^^  _  X  y/ 1  -  j'  /T^  c\y ^ 
I  —  c^Jc'jr^  i  —  c^x'y* 


"-h 


(i-hc*)  (i-4-c»xV)  —  ac^x^—  acy  dx 


En  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  j:  et  j,  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  trouvera 


i  —  c^x^jr* 


La  constante  du  second  membre  est  la  valeur  do  /  pour  x  ==  c. 
Posons 

'*  dr 

V  I  —  j:  y/j  —  c^x* 
x  =  S(a),     v^7^=rp  =  C(a),     v^i-c»x'  =  R(a), 
et  de  même 


X' 


X 


r  =  s(f),   y/i^r7  =  c(P),   v/r:r?p  =  R(p). 

Nous  aurons 

f/a  -Hr/p  =  o, 

d'où 

a  +  P  =  7, 


7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x  =  o,     p  =  7,    ^=S(7). 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  8(7).  Par  suite,  il  vient 

S{7)  ou  S(a+p)_ __-g-„,-g^pj^ 


(*)  Dans  cette  intégrale,  la  variable  x  doit  être  prise  toujours  moindre 
que  1 .  Si  Ton  fait  x  =  sin  f»,  alors  Tangle  f)  est  appelé  VampUtude  de  Tin* 
tégrale  a.  Jacobi  le  désigne  par  am  a  et  pose  x  =  sinam  ou 
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C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  donne  S(a  — p)  en  changeant  le  signe  de  S(^).  On  peut 
aussi  en  déduire  C  (a  d=^)  etR  (a=t  P). 


NOTE  III. 

ANALOGIE  DBS  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 
ACOEFnCIENTS  VARIABLES^    ATBG   LES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES, 

par  M.  B.  Rrassi:i». 


I*  Considérons  Téquation  différentielle  linéaire  à  coefficients  va- 
riables : 

De  Tintégrale  de  cette  équation  on  déduit  par  les  quadratures 
celle  de  X„  =  /(x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons le  terme  fonction  de  la  seule  variable  x. 

L'intégrale  complète  de  X„  =  o  est  la  somme  de  m  intégrales 
particulières  distinctes,  que  nous  appellerons  les  solutions  de  cette 
équation.  Une  intégrale  j=  c^[x)  est  distincte,  si  '^(x)  ne  peut 
être  décomposée,  par  addition  ou  soustraction,  en  d'autres  fonctions 
de  X,  qui  égalées  à  /puissent  satisfaire  à  X,„  =  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  La  grange,  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Solutions  de  différents  problèmes  de  calcul  intégral,  a  démontré 
que,  si  Ton  connaît  p  solutions  c,  j„  c^y^y, . . ,  c^/^  de  X^  =  o,  on 
complète  son  intégration  en  effectuant  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  m^p.  M.  Libri,  en  i836,  a  donné  do  l'extension  à  ce 
théorème  en  démontrant  que,  si  une  équation  linéaire  X^  =  o  (l'in- 
dice p  désigne  Tordre),  non  intégrée,  est  telle  néanmoins,  que  ses 
solutions  inconnues  satisfont  à  X^  =  o,  l'intégration  de  cette  der- 
nière dépend  de  celle  de  l'équation  d'ordre  p  et  d'une  autre  équa- 
tion d'ordre  m  —  p.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'intégration  de  X^  =  o 
est  nécessaire  pour  savoir  si  les  solutions  de  cette  équation  appar- 
tiennent à  X„  =  o,  ce  théorème  rentre  dans  celui  de  Lagrange. 

Mais  on  peut  établir  un  théorème  général  comprenant  ceux  de 
Lagrange  et  de  M.  Libri,  dont  voici  renoncé  :  Si  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  y  d'ordres  m,  m\  m", . . . ,  ont  p  solutions  com^ 
munes,  on  trouve,  par  un  procédé  analogue  à  la  recherche  du  com" 
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mun  diviseur  algébrique,  Céquation  Xp  =  o  qui  ilonne  ces  solutions^ 
et  ^intégration  des  proposées  est  ramenée  à  celle  de  'K^=:  o  et  à 
celle  d'autres  équations  d'ordre  m  —  p^  m'  -^p^  m'  —  p. 

a**  Si  dans  l'équation  linéaire  X  =  o  d'ordre  quelconque  on  pose 
y  =  çu,  on  trouve  une  transformée  dont  la  loi  .est  donnée  (46*  Leçon, 
n*  589)  ;  nous  l'écrivons  ainsi  : 

«.         ,^du      ,__     d^u         -,--      I      d^u 

Xtt  +  'X  -7-  4-  "X 7-a  4-"X r  TT  -+-•  •  • 


(™*^p.) 


Les  fonctions  'X,  "X , . . . ,  d'ordres  //i  —  i ,  //i  —  a , . . . ,  se  forment 
comme  les  dérivées  du  polynôme 

a"- -^ Pz"»-' 4- . . . 4-Tz -h  Uz* 

(  ce  polynôme  est  la  fonction  X  dans  laquelle  on  a  fait  -~-  =  z  j  » 

dy 
par  rapport  à  Zy  en  remplaçant  ensuite  z  par  -j-  et  z*  par^.  D'après 

cette  loi,  il  est  clair  que  si  dans  'X,  "X, . . . ,  on  remplace  c  par  pu, 
on  aura  des  transformées 

'X«4-''X^+...    ou     •X«  +  "'x4^'+... 
dx  dx 

pareilles  à  (a).  Nous  appellerons  'X,  'X,  "'X...  les  conjuguées  pre- 
mières, secondes,  troisièmes...  de  X.  La  relation  (a)  nous  servira  à 
démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  de  Lagrange.  —  Si  Ton  connaît  ;?  solutions,  c,/„  r,^",..., 
Cp  jp<ie  X  =  o  d'ordre  w,  son  intégration  sera  ramenée  à  celle  d'une 
équation  d'ordre  m  — p. 

En  effet,  supposons  y=  y^u  :  il  suf&t  de  faire  dans  la  transfor- 
mée (a)  p  =7*,;  puisque /i  est  une  solution,  son  premier  terme  sera 
annulé,  et  'X,  'X, ... ,  deviendront  des  fonctions  connues  de  j:.  Il 
restera  donc  une  équation  en  u  d'ordre  m  qui  s'abaissera  à  l'ordre 

m  —  I  en  posant  -.—  =  u'.  Or,  puisque  r  =  y^  «,  les  valeurs  de  u 

correspondantes  à  jr  =  j,  =  T'a  =  •  •  ■  =  /p  sont 

et  celles  de  u'  —  -y-  sont 

dx 


I 
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On  connatt  donc  p  —  i  valeurs  de  u'  qui  satisfont  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  /w  —  i , 

'Xtt'  +  'X  — ^-h...  =  o. 
i.a  dx 

Cette  équation,  par  une  transformation  pareille  à  la  précédente, 
pourra  être  abaissée  à  Tordre  m  —  a,  et  par  une  suite  d'opérations 
semblables  on  arrivera  à  une  équation  d'ordre  m—p. 

Nous  avons  rappelé  ce  mode  de  démonstration,  dû  à  d'Alembert, 
parce  que  son  application  à  l'équation  X=f(x)  conduit,  lorsqu'on 
connaît  les  /7i  intégrales  particulières  c,j„  c^jr^, . . . ,  r^/^deX  =  o, 
à  l'expression  de  la  valeur  de  x  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
qui  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  m  intégrales  simples,  ne 
différant  les  unes  des  autres  que  par  les  indices  des  lettres  ;  on  trouve 
pour  la  valeur  de  jr  : 

fi.r)  dx 


(3)r=2 


d 


•^'«^V/! 


La  sommation  s'étend  aux  indices  /z  =  i ,  2,  3 , . . . ,  m,  et  le  déno- 
minateur sous  le  signe  d'intégration  est  le  produit  de  m  facteurs; 
chacun  de  ces  facteurs,  à  partir  du  premier,  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  X,  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  facteur  précé- 
dent, et  le  numérateur  ce  même  facteur  dans  lequel  le  plus  fort 
indice  de  y  est  augmenté  d'une  unité.  Après  la  formation  complète 
du  dénominateur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  dépassent  m. 

Second  théorème,  —  Reprenons  la  transformée 

(a)  Xa  +  'X^ -f...  =  o, 

qu'on  déduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  vu.  Si  x^  mis  à  la  place  de  u 
rend  nulles  p  fonctions, X,  'X,...,  ^-^^X^  l'équation  X  =  oaura/?  so- 
lutions de  la  forme  Xn  ^Xo  ^^Xi  »  •  •  •  1  ^''Xx  (nous  supprimons  les 
constantes  pour  plus  de  simplicité  dans  récriture).  En  effet,  dans 
notre  hypothèse,  (a)  devient 

/.»v       '       d'u      ,^,,„  I  d^^u  d'^H 

^^X 5-  -7--  4-<^'>X -nnT-y-  •  '  '-^Xi  -r:^  =  <>• 

i.^.3p  dxP  i.a.../?4-i  ^-c'"^'  •'•  r/x"* 

Or,  cette  équation  a  pour  solutions 

Donc,  puisque^  =  ^itt,  on  aura  p  valeurs  de  Xi  savoir  :  7-j,xr,,..., 
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j:^*/,.  Nous  appellerons  les  intégrales  particulières  de  cette  forme 
des  solutions  conjuguées;  x/,  est  conjuguée  de  j,  et  j:""^'/^,  dex"^,. 

En  second  lieu,  si  X  =  o  a  />  solutions  conjuguées  j,,  xy, , . . . , 
j:^y,,  chaque  fonction  'X,  'X,  "X, . . . ,  aura  les  solutions  conju- 
guées de  celle  qui  la  précède  dans  le  développement  (a),  à  l'excep- 
tion de  la  solution  pour  laquelle  le  facteur  x  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppose  dans  la  relation  (^)u=x  ei  t*  égal  suc- 
cessivement ^  X^,Jcy^^. ,.,  Jf-^x^^  daus  toutes  ces  hypothèses  la 
transformée  se  réduira  à  'X  =  o,  puisque  les  valeurs  de  p  sont  des 
solutions  de  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  solutions  j,,  xy,, . . . , 
x**"*^,.  En  faisant  la  transformée  de  'X,  on  trouvera  de  même  que 
Xi9  J;7"i  >  • .  •  f  -r'"*:r,  sont  solutions  de  'X  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  d*Âlembert  démontre  dans  le 
cas  des  équations  différentielles  à  coefficients  constants,  lorsque 
Féquation  algébrique  de  laquelle  dépend  la  solution  a  des  racines 
égales  (46*  Leçon,  n°  590). 

Corollaire,  —  Si  toutes  les  solutions  de  'X  =  o  sont  j',,  j^,  , . . . , 
sf^^Xxy  X  =  O  aura  les  mômes  solutions  et,  de  plus,  la  solution  x*"*/,, 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  équation  X„  =  o  d'ordre  m  qui 
ait  toutes  les  solutions  ci-dessus  ;  or,  en  formant  la  conjuguée  de 
X„  =  o,  savoir  'X„  =  o,  cette  dernière  aura  m  —  i  solutions,  Xi> 
x/,, . . . ,  jc""'/,  :  elle  sera  donc  identique  à  'X; donc  aussi  X^  sera 
identique  à  X. 

Troisième  théorème,  —  Si  dans  la  transformée  (  a  )  de  X  =  o  on 

fait  v=y^  et  ♦«=  e**,  j,  étant  une  solution  de  X  =  o,  et  a  une 
quantité  très-petite,  cette  transformée  deviendra 

'Xa^«'  +  "X  —  e«'  -h  "X  -^  ^«'-f-. . . . 

1.2  i.a.3 

En  changeant  a  en  ~  a,  on  aura  le  résultat  de  la  substitution  de 

/  =  /,^~""*.  Si,  à  cause  de  la  petitesse  de  a,  nous  négligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantité  est  élevée  à  des  puissances  su- 
périeures à  la  première,  on  voit  que  y^  =  •{>,  (x)  étant  une  solution 
de  l'équation  X  =  o,  les  substitutions 

r  =  '^M)e'^,    ^-  =  4., (X)  (?-«', 

donnent  des  résultats  de  signes  contraires  quel  que  soit  x;  ces  deux 
relations  pourraient  être  représentées  par  des  courbes  lrôs-rappro« 
chées  comprenant  la  courbe  7*=  ^Pitx). 

Mais  si  /  =  \|/,  (x)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions 'X,  'X, . . . ,  les  résultats  de  la  substitution  seraient  de  môme 
signe. 
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En  second  lieu  si  Ton  donne  les  équations  de  deux  courbes  très- 
rapprochées,  telles,  que  Tordonnée  de  l'une  d'elles  soit  toujours 
moindre  que  l'ordonnée  de  l'aulre,  et  si  la  €ubstitution  des  valeurs 
de  ces  ordonnées  en  fonction  de  x,  dans  X  =  o,  conduit  à  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  il  existe  entre  les  courbes  données  une 
courbe  dont  l'ordonnée  représente  une  solution  de  X  =  o.  En  effet, 
les  équations  des  deux  courbes  très-rapprochées  peuvent  être  mises 
sous  les  formes 

f  (x)  et  (pi(-r)  étant  des  fbnctions  constamment  positives;  or,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  X  =  o  ne  pourra  fournir  des  résul- 
tats de  signes  contraires  que  si  le  premier  terme  de  la  transformée, 

savoir  Xe*^^*^  ou  X<?"""?*^*\  est  identiquement  nul,  puisque  ce 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  a  pour 

facteur.  Donc/  ^^  e^^'i  doit  être  une  solution  de  la  proposée. 

RECHERCHE  DES  SOLUTIONS  COUHUNES. 

3**  Pour  déterminer  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solu- 
tions communes  à  deux  équations  linéaires  X^^^  =  o,  X^  =  o,dans 
le  cas  où  il  en  existe,  nous  formerons  la  suite  d'égalités 

•^«■».^=  "^f  (X„)  +X„^^„ 


dp- 


(A  )  /  ^«i+p-i  —  ^  dïP'^  (  ^«)  "*"  X„^^_3, 


X-.  =  M^(XJ-hN(XJ. 


K,  L, . . . ,  M  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  de  telle  sorte, 
que  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  soient  les  mêmes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  égalités, 
s'obtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  évident  qu'une 
solution  /,  qui  rend  identiquement  nulles  X^^  et  X„  et,  par  suite, 
les  dérivées  de  ces  fonctions,  annule  aussi  les  restes  X 
X^^^,, ...»  et  réciproquement  une  valeur  de/  qui  annule  un  reste 
et  X^  satisfait  aussi  à  la  proposée  X„^^  =  o.  Nous  avons  supposé 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NX„,N  étant  une  fonction  de  x\ 
dans  ce  cas,  toutes  les  solutions  deX^  =  o  appartiennent  à  X  =  o, 
et  l'élimination  des  restes  successifs  conduit  au  développement 

t<)   ^-*'=  £(^-)  +K.£i(Xj4-...+M.^{XJ+NX,=o. 
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Sous  celte  forme,  et  en  prenant  X„  pour  l'inconnue,  il  suffit  pour 
sa  détermination  d'intégrer  une  équation  d'ordre  p^  et  on  trouve  ainsi 

intégrant  ensuite  X^  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (4  ))  on  a 
l'intégrale  complète  de  X^^^  =  o. 
Si  la  dernière  égalité  du  groupe  (Â)  est 

on  fera 

en  déterminant  P  de  telle  sorte,  que  le  terme  d'ordre  m  soit  le  même 
au  premier  et  au  second  membre.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'égalités 

X„.,  =  M^^(X„)PX„4-X„.„ 


X.^.  =  s  jj  (X.)  +  S'X.. 

Si  Ton  parvient  à  une  égalité  qui  présente  au  second  membre  deux 
fonctions  égales  X^^,  on  arrêtera  l'opération,  et  par  l'élimination  des 
restes  successifs  des  groupes  (A),  (B),  on  développera  X„  et  X,^^ 
sous  forme  d'équations  linéaires  d'ordre  /;/  —  /•,  m-\-p^k^  qui 
auront  X,^  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'égalités  conduit  à  un  reste 
/•.<p(x)  qui  ne  peut  être  annulé  par  une  valeur  de  7*  exprimée  enx, 
on  conclura  que  les  équations  différentielles  n'ont  pas  de  solutions 
communes. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte,  qu'tiest  toi/Jours  aisé  de  trouver  la 
fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  des  solutions  communes  à  des 
équations  linéaires^  et  si  cette  fonction  est  d'ordre  /*,  on  pourra 
abaisser  de  k  unités  les  ordres  des  équations  linéaires. 

COMPOSITION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

On  veut  former  une  équation  différentielle  qui  réunisse  les  solutions 
de  deux  équations  données  X„  =  o,  X^  =  o.  Désignons  par  X.^^  le 
premier  membre  inconnu  de  l'équation  cherchée,  nous  pourrons  le 
développer  sous  les  deux  formes 

X„.,=  ê  (XJ  +  K  ^  (XJ+...+0(XJ, 
X«,,  =  ^  (X,)  +  K';g^  (X,)  +. . .+  §'{X,). 
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ElTectuanl  les  diiïérentiations  indiquées  aux  seconds  membres,  et 
identifiant  les  coefficients  des  différentielles  de  même  ordre  dans  les 
deux  développements,  on  aura  m-hp  relations  du  premier  degré  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  coefficients  K,...,  Q,  K\...,  S'. 
Si  les  deux  fonctions  X„,  X^  sont  égales,  la  méthode  n'est  pas 
applicable,  parce  qu'il  est  contraire  au  caractère  de  généralité  de 
rintégrale  complète  que  deux  solutions  soient  égales;  mais  pour 
suivre  Tanalogie  de  TAlgèbre  et  du  Calcul  intégral,  en  ce  qui  con- 
cerne les  racines  égales,  on  formera  des  équations  de  même  ordre 
qui  auront  les  solutions  de  X„  =  o,  multipliées  par  x  ou  par  x', 

Y      Y 

ar*,. . . ;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  j  par  -  »  ^*  •  •  •  On  com- 

posera  ensuite  en  une  seule  toutes  ces  équations  de  même  ordre, 
et  on  aura  un  résultat  analogue  à  la  puissance  entière  d*un  poly- 
nôme. 

Dans  le  cas  où  X^=  o  a  /^  solutions 7-, ,  j,, . . .,  ^p,  de  plus  ^g 
solutions  2„  xz,,...,  *^,  xz^  et  3r  solutions  a,,  xu^,  x'a,,..., 
u^^  xu^,  x'w^,  de  sorte  que  m  =  /?-f-274-3r,  l'intégration  se  ra- 
mènera à  celle  de  trois  équations  d*ordre  ^,  7,  r. 

Si  d'abord  on  cherche  les  solutions  communes  à  X_  =  o  et 
'X^  =  o,  on  trouve  une  équation  X^^^  =  o  qui  a  pour  solutions  a, , 
Zj,. . .,  z^,  «,,  xw,,. . .,  «^,  xu^.  Les  solutions  communes  à  'X^  =  o 
et  'X„=  o,  savoir  :  «,,  «,,. . .,  u^,  sont  fournies  par  une  équation 
X^  =  o  ;  celle-ci  permettra  de  former  X,^  dont  les  solutions  seront 
u,,  x//,,. . .,  1/^,  xu^.  Cherchant  ensuite  les  solutions  communes  à 
X^^  =  o  et  X,^  =  o,  on  parvient  à  X^  =  o  qni  a  pour  solutions  z„ 
z„ . . . ,  z^.  Il  est  facile  de  former  sans  intégration  la  fonction 
^?7+3r  =  o  satisfaite  par  toutes  les  solutions  conjugées  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  équation,  on  abaisse  X^=  o  ou  X^^^^=  o  à 
l'ordre  /?. 

Les  méthodes  précédentes  fournissent  un  moyen  aisé  de  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  deux 
équations  différentielles,  pour  qu'elles  aient  p  solutions  communes; 
il  suffît  d'appliquer  la  méthode,  et  d'exprimer  que  le  reste  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  à  cette  théorie  des  méthodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembert  a  imaginée  pour  Tintégration  des 
équations  différentielles,  et  qu'il  reproduit  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Théorie  des  vents ^  Théorie  de  la  Lune^  etc. 

Prenons  pour  exemple  de  cette  application  l'équation  du  qua- 
trième ordre 

-,  d*Y  d^Y    ,     #    ^V    ,        df    ,  ,     rt     \ 
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Supposons  une  fonction 

qu'on  veut  déterminer  de  sorte  que  ses  trois  solutions  appar- 
tiennent à  X^  =  o  ;  nous  poserons 

De  cette  dernière  on  déduit,  en  identifiant  les  deux  membres» 

lû  +  '"^  =  '^  5i  +  ^»=-^(')- 

Avec  ces  relations,  auxquelles  d'Âlembert  parvient,  on  élimine  X-, 
G\  d",  et  on  arrive  à  une  équation  en  6  qu'il  faut  intégrer  pour 
trouver  ensuite  les  autres  coefficients.  Cette  détermination  conduit 

à  quatre  expressions  de  X,,  et  comme  d'ailleurs  -r-  (X,)  +  XX,  =  o 

donne  X^  =  C W***',  en  portant  dans  cette  dernière  les  systèmes 
de  valeurs  de  X-,  G,  6',  V  on  obtient  quatre  relations  au  moyen  des- 

dY      d^Y      d*Y 

quelles  on  trouve  la  valeur  de/  après  avoir  éliminé  -j-  >  -T-7 ,  -7^  • 

Si  les  coefficients  de  X^  =  o  sont  constants,  ceux  de  X,  =  o  le 
seront  aussi,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  9  dépendra  de  la  résolution 
de  l'équation 

(Q-aY-^a(9-uY-i-b(Q-ay-\'C(B-a)'he  =  o. 

COMPOSITION  DE  l'ÉQUATION  LINÉAIRE  AU  MOYEN  DE  SES  SOLUTIONS. 

4"  La  composition  de  X„  =  o,  au  moyen  de  ses  intégrales  parti- 
culières, résulte  de  Télimination  des  constantes  c,,  c„. . .,  r^  entre 
les  équations  (46*  Leçon,  n**  579)  : 

dY  dY,  dY^  dY^ 


(G) 


::^  r    L  -L  c   '-^  -+-  -4-  r     '—^» 
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Or,  si  l'on  écrit  le  groupe  suivant  : 


(E) 


(Ix        ^  dx       "  '        '"  dv 


^fmî  -      rf^'v  d"'r,  d'"x„ 


on  aura,  au  moyen  des  m  dernières  équations,  les  valeurs  de  r,, 
c„. . .,  c^  qu'on  portera  dans  la  première,  et  le  résultat  sera  de  la 
forme  r,  A  =  L,  À  étant  le  déterminant  ou  dénominateur  relatif  aux 
m  H-i  inconnues  c^,  ^,,....  Si  l'on  fait  c,  =  —  i  et  X  =  o,  V  =  o,..., 
la  relation  précédente  se  réduit  à  A  =  o,  laquelle  ne  peut  être  que 
réquation  diflérentielle  X„  =  o.  Or,  d'après  la  formation  connue  du 
déterminant  A,  on  peut  écrire 

d"*Y  d''*'^Y 

X.  =  A  =  ;j;^  D +  ^D. +. .  .+rD„  =  o. 

D  est  le  dénominateur  des  m  inconnues  c „  c,, . . . ,  r„  déterminées 
au  moyen  des  m  premières  relations  du  groupe  (E),  et  si  l'on  con- 
sidère les  indices  de  la  difîérentiation  comme  des  accents,  on  passe 

du  premier  terme  -j-jn"  ^  ^^  suivant  en  changeant  les  signes,  /;/  en 

m  —  I  et  m  —  I  en  ///.  Comme  D  contient  les  indices  m  —  i  qui 
deviennent  m  pour  la  formation  de  D,,  et  comme  d'ailleurs,  en 
ajoutant  un  accent  ou  une  unité  à  chaque  facteur  de  D  do  même 
indice,  celte  fonction  s^annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  dérivée 
complète  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (observa- 
tion due  à  M.  Liouville). 
En  second  lieu,  si  nous  mettons  la  valeur  de/  sous  la  forme 

7  ^  c,  n};,  (x)  -h  r,  4/,(a:)  H-. .  .-hc„^„(x), 

on  pourra  déterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  .r„,  jr„ 

dr      d^Y               d'"dY 
les  coefficients  différentiels  ~-j  -r^r-j  •  •  '  )  ^ont  des  valeurs 

dx„     dxl  d.r'" 

assignées;  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernières  équations  du  groupe  (C),  et  en 
désignant  le  dénominateur  commun  par  D  et  les  numérateurs  par 
N,,  N„ . . . ,  N,„,  on  aura 

Si  j:„ X,  et  les  dérivées  de/,  par  rapport  à  x  satisfont  à  la  re- 

Sturm.  —  Jn.^  H.  9,3 
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laUon  ^  =  ^,(x),  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y  devront 

rendre  -^  égal  à  l'unité,  et  N„  N,, . . . ,  N„  égaux  à  zéro.  Mais 

X,,  y^  et  les  dérivées  pourraient  satisfaire  à  une  des  relations 
^=  ^j(x),  7=  ••I',(x),...,  et  on  en  déduirait  des  conséquences 
semblables.  On  peut  conclure  de  cela  que  le  numérateur  N^,  égalé  à 
zéro,  est  une  équation  linéaire  d'ordre  m  satisfaite  par  toutes  les 
intégrales  particulières  de  X^  =  o  à  l'exception  de/  =  ^p{x), 

DEUXIÈME  UÉTHODE  DE  COMPOSITION. 

5®  Analogie  d'une  équation  linéaire  avec  la  puissance  d'un 
binôme. 

X„  =  G,  X,^,  =  o  sont  des  équations  différentielles,  telles,  que 
toutes  les  solutions  de  la  seconde  satisfont  à  la  première,  si  Ton 
pose 

et  si  Ton  détermine  /,  z  de  telle  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice^  au  premier  membre  et  dans  la  première  partie  du  se- 
cond, soient  identiques,  R  devra  être  identiquement  nul.  Sans  cela 
réquation  linéaire  R  =  o,  de  Tordre  m  —  a,  aurait  m  —  i  intégrales 
distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procédé  une  équation  d'ordre  m,  qui  réunisse 
toutes  les  solutions  des  équations  : 

On  formera  d'abord  une  équation  du  second  ordre 


d'où  on  déduira 


^"'iHi*'^)] 


Az  =  I    ou    X  =  -, 

z 


2  sera  déterminé  par  la  condition  que  le  second  membre  soit  annulé 
par  les  valeurs 

On  exprimera  cette  condition  en  égalant  *  (  ;j^  "*~  ^ï)  ^  ^^^  con- 
stante, à  Tunité  par  exemple,  et  on  trouvera 

z  =  -- — 71    /•  =  («- 6)  W**»'. 
a  —  o 
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Remarquons  que  7  esl  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  X, 

une  différentielle  exacte.  La  fonction  du  troisième  ordre  X,  résul- 
terait de  la  relation 

qui  devrait  être  satisfaite  ou  réduite  à  zéro  par  les  valeurs 

Si  les  solutions  de  X^  =  o  sont/-,,  j^-,,  j:*jr,,...,  .r"-'^,,  en  sup- 
posant que  j,  satisfait  à  -^  4-  ^^  =  o,  le  premier  membj  e  X^  se 
développera  ainsi  qu'il  suit  : 

w  (m  —  iU  w  —  a)  /  .       ^    dn       f/^n\  (1"*-^y 

+ rni^ r+'''5i+,-z?),-z?^-^-- 

Les  coefficients  numériques  de  cette  expression  sont  ceux  de  la 
puissance  m  du  binôme  ;  les  fonctions  de  a  se  forment  ainsi  :  à  partir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  a  relative  à  un  terme 
quelconque,  en  multipliant  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  précé- 
dent et  ajoutant  à  ce  produit  la  dérivée  de  cotte  fonction. 

Pour  démontrer  celte  formule,  nous  la  supposerons  vraie  pour 
l'ordre  wi,  c'est-à-dire  que  nous  admettrons  que  le  développement 
précédent  égalé  à  zéro  est  une  équation  dont  les  solutions  sont^,, 
x/p  x*/,,...,  ^"y,.  Écrivons,  d'après  la  même  loi,  le  dévelop- 
|)ement  pour  Tordre  m  ■+•  1  que  nous  représenterons  par  X^^,  ;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjugée  première  de  cette  fonc- 
tion sera  'X„^,  =  (/n  -+-i)  X„;  par  conséquent  X^^,=  o  aura  les 
mêmes  solutions  que  X„  =  o,  et  cela  prouvera  que  X„^,  aura  aussi 
les  mêmes  solutions,  et  de  plus  la  solution  j:"j,. 

Celte  seconde  méthode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appfiquer 
k  des  équations  non  linéaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficulté 
à  la  théorie  des  solutions  singulières ^  el  à  la  démonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  intégral  traitées  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants en  montreront  l'usage. 

Considérons  une  équation  linéaire  ou  non  linéaire  d'ordre  m, 
X„=  o,  et  supposons  que  X„_,  =  o  soit  une  équation  d'ordre  /w  —  1 , 
telle,  que  toute  valeur  de  j  en  fonction  de  x  qui  satisfait  à  la  der- 

28. 
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nière  satisfait  aussi  à  la  première  :  nous  pourrons  poser  Tidentité 

X„=M^(X._.)-t-N.X_., 

dans  laquelle  M  est  déterminé  de  telle  sorte  que  les  termes  d*ordre  m 
soient  identiques,  au  premier  et  au  second  membre.  La  forme  de 
l'identité  résulte  de  ce  que  les  fonctions  qui  annulent  X„  et  X„., 
doivent  aussi  annuler  le  reste;  nous  la  mettrons  donc  sous  cctto 
deuxième  forme 

qui  s'accordera  avec  la  première  si 


X3=--M    et    >t'^  =  N, 


d'où  Ton  déduit 


na.  -  ri./. 

=  eJ  '"         et    /'=Me    J  "*      . 

7  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  X„  une  différen- 
tielle exacte.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  des  généralités  qui  nous 
feraient  retrouver  les  résultats  que  Lagrange  démontre  dans  1^ 
calcul  des  fonctions  (i3*  Leçon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

x,=  g+/(x)|+/,(x,r)  =  o. 

Cette  équation,  dans  tous  les  cas  où   /  f[x)  dx  sera  exprimable 
en  fonction  de  x,  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 


,,^,  -  ?(-r.  y)  =  o- 


-f 

11  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  jr^    ^ 

Si  Ton  connaît  une  intégrale  première 


i^i. 


'i'I-^'^' £•')=•' 


de  la  dernière  équation  du  second  ordre,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire d'une  première  intégration,  on  pourra  déduire  de  cette  inté- 

(Iy 
grale  -;-  =  w,  u  étant  une  fonction  de  x^  j,  a.  Mais,  d'après  ce  que 


itx 
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nous  avons  expliqué,  nous  poserons 
Idenlitiant,  on  trouve 


Az  =  I,      ^--  =  o, 
(tx 

dit       du  dr         ,         .  du       du  ,        . 

d£      dy  dx      ^^    ^-^  '  Ux       dy         tv    »^/ 

•■  •  * 

Les  deux  premières  sont  salisfaites  en  faisant  /  ==  i ,  z  .=  i  ;  mais 
la  dernière  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  le  premier 
membre  sera  indépendant  de  a,  qui  n'est  pas  contenu  dans  y(j?,  j). 
Ainsi,  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  sera  nulle; 

donc 

,du         ,du 

d —        «-r-  », 

d%  d%  au  nu 

1 Il  -\ z=  o, 

dx  dy  dy  r/a 

Considérant  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  celle  par  rapport  à  y^ 
lesquelles,  d'après  Tégalité,  sont  égales  et  de  signes  contraires,  on 

verra  que  —  est  le  facteur  qui  rend  dy  ^  udx  une  différentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  intégrer  -r-dy  —  -j-udx  (42*  Leçon,  n°  529). 

Un  second  exemple,  pris  du  Mémoire  que  vient  de  publier  le 

géomètre  suédois  M.  Malmsten,  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

dy 
Supposons  qu'on  connaisse  une  intégrale  première  y-  =  a  de 

réquation  du  second  ordre 

d'!f(x,y'\ 


dx 


-^(x,y).=  o, 


dy 
dans  laquelle  j'  =  -^  •  Cette  équation  se  met  sous  la  forme 

d^(x,y')  d^y      dtsfCx.r')       ..         . 

Nous  avons  marqué  d'un  trait  les  dérivées  par  rapport  à  x,  lors- 
qu'on ne  considère  pas  jr'  comme  fonction  de  x.  Dans  cette  relation, 
et  en  vertu  de  l'intégrale  donnée,  on  peut  remplacer  y*  par  u  et 


358  COURS  d'analyse. 

îdentiGer  ensuite  le  premier  membre  à 


dx 


[•(S-«)]' 


L'identité  donne 


du  dx 


(et,  par  suite,  2  =  1);  enfm 

^y(^»^0  /^«      du  \  d(f(x,u)   ,    . ,        . 

Si  on  transpose  le  terme ^^^4-^ — -  >  le  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  premier  sera  iodépendant  de  cette 

constante,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  sera  nulle.  Cette  dérivée 

est 


^r^<p(.r,  tf)  du~\ 

L       du         dof.}   fdn       du   \ 
du  \dx      tljr    ) 


-  du        j  du 

d^{.T,  n)  f      dx    ^ 
du         \  dx 

fdf^{x,u)  du\ 
\       du        dx) 


^du  \ 

doc  du  du   J 

djr  djr  dx) 


dx 


—  o. 


De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

f/c?(.r,  m)  du       d'à 
du        dx  ~~  dx 

l'expression  -^[df—  udx)  sera  intégrable. 
L*équation 

dx       ->r  ^^(^,^')=o 

sera  traitée  de  la  même  manière  ;  car,  après  l'avoir  développée,  elle 
devient 

x'     uy     dx^^     df        Yi-^i/j-o- 
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Remplaçant  7'  par  u  et  identifiant  le  premier  membre  à 

dx  L  \dx        ) y 

^  = 1__ ,     z  =  o: 

u       du 

i  dv([J,u)  /du   ^  du\    ^  dffix.ti) 
u        du        \dJ!:      df   j  dr 


on  trouve 


enfin 


devra  être  indépendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  ~  pour  le  facteur 
qui  rendra  intégrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  telle  sorte 
que l^Jdy-udx)  sera  une  différenUelle  exacte. 
Les  équations  du  troisième  ordre  : 

(7)  — -^ — ■-=y^(x^x)y 

qui  se  ramènent  aux  formes  du  second  ordre  quand  on  élimine  dx 

dr 
par  la  relation  dlr  =  -^)  ne  présentent  pas  de  difficulté. 


REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES. 

1.  Une  équation  linéaire  X„—  o  a  m  solutions  qui  peuvent  être 

dr 
les  intégrales  d'équations  du  premier  ordre  -j —  «/  =  o.  Ces  équa- 
tions, qu'on  pourrait  nommer  les  composants  deX^=  o,  méritent 
une  attention  particulière.  Jusqu'ici  on  s'est  appliqué  à  éviter  dans 
l'intégrale  les  fonctions  imaginaires  par  une  détermination  conve- 
nable des  constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de 
les  conserver,  si  on  a  en  vue  la  simplicité  analytique.  Ainsi,  les  solu- 

tiens  en  exponentielles  de  l'équation  -~  4-/  =  o  fournissent  des 
composants  à  coefficients  constants 
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Les  solutions  réelles  C  sin x,  C  cos x  conduisent  à  des  conaposants 
-j-'h  tiingx/  =  0,     -^  —  coUjr  =  0, 


ri 


Le   '    "  "^  -^       "»      rfx 


i  coefficients  variables  et,  par  suite^  moins  simples. 

2.  L*inlégrale  complète  de  X^  =  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  forme 

11  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  représente  une 
solution,  sans  intégrer  l'équation  ;  cela  paraît  plus  général  et  plus 
simple  que  de  discuter  l'intégrale  complète  avec  ses  constantes  dé- 
terminées par  des  conditions  particulières.  Ainsi,  comme  on  peut 
toujours  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire, 
réquation  du  second  ordre  se  ramènera  à  la  forme 

de  laquelle  on  déduit,  en  multipliant  par  d/y 


dx' 


Dnns  le  cas  oiïf(x)  =  A},  À  étant  une  constante,  la  relation  se  met 
sous  la  forme 


l|-A.v      £  +  ..,)  =  .. 


Or,  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  si  yjÇr)  reste  comprise  entre 
deux  valeurs  constantes  A',  A',  depuis  x'  jusqu'à  X',  les  intégrales 
particulières  de  l'équation 

dépendront  de  deux  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

telles,  que  tf(x)  sera  comprise  entre  A'  et  A'\ 

3.  Enfin,  les  solutions  d*une  équation  linéaire  pouvant  être  con- 
sidérées comme  les  intégrales  d'équations  de  la  forme 


NOTE    III.  3(), 

en  posant 


(ÎY 


=  V, 


on  peut  concevoir  une  équation  algébrique 

[p-(pj(jr)][p-«P3(j:)]...  =  o, 

dont  les  racines,  ou  valeurs  de  v,  conduiront  à  la  valeur  de  y. 
Si  on  donne  l'équation  algébrique 

dont  les  coeiUcients  sont  des  fonctions  de  x,  de  cette  équation  on 

déduira  v^  et  les  dérivées  -7-  >  - -,  ^  >  •  •  •  en  fonction  de  x  et  des 

fLc    cLc^ 

puissances  de  v  inférieures  à  m.  Si  donc  on  veut  former  une  équation 

différentielle 


nt  des  valeurs  de 


ffy 

telle,  que  ses /w  solutions  particulières  fournissent  des  valeurs  de -^ 


égales  aux  valeurs  de  o,  on  posera 


=  V. 


ydx 
et,  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

:  t  .  ^•_,  vM  en  fonction  de x  et  des  iw  —  1  premières  puis- 
sances de  V.  Celte  équation  du  degré  m  —  i  devra  être  identique- 
ment nulle  pour  qu  elle  ne  soit  pas  en  contradiction  avec  l'équation 
donnée  en  v  du  degré  m.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  détermi- 
neront ^, ,  ^,,...,  b^.  Le  calcul  est  élégant  lorsqu'on  transforme 
l'équation  t^"—  A"  =  o,  A  étant  fonction  de  x,  eu  une  équation  dif- 
férentielle. Si  /7i  =  3,  cette  équjtion  est 


d_ 
d 


1^    ^x  d:?    \\  ^  A'  )  dJL-    ^^  -"''• 


On  pourrait  aussi  se  proposer  de  transformer  une  équation  différen- 
tielle linéaire  en  une  équation  algébrique  dont  les  racines  représen- 
teraient les  valeurs  do  4^-  >  mais  ce  problème  inverse  dépendrait 
dlntégra lions  souvent  impossibles. 
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NOTE  IV. 


SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ET  SUR  LÀ 
REPRÉSENTATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS   DE   GOUREES, 

par  M.  E.  Procbkt. 


Définitions  préliminaires.  —  Relations  entre  les  dérivées  partielles  des 
fonctions  F  et  Q.  ~  Séparation  des  quantités  réelles  et  des  imaginaires 
dans  les  dérivées  de /(s).  —  Difierences  finies  et  différentiel  les  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Propriétés  des  courbes  P,  Q,  P-+-Q,  P  — Q. 
—  Démonstration  d'un  théorème  de  Cauchy.  —  Asymptotes  des  courbes 
Py  Q,  etc.  —  Théorème  sur  le  nombre  des  racines  des  équations  algé- 
briques. —  Propriétés  des  surfaces  s  =  P,  5  =  Q.  —  Remarques. 


DÉFINITIONS  PRÉLIMINAIRES. 

1.  Si  f[z)  est  une  fonction  qui  prenne  la  forme  P4-  Q  )/—  i 

quand  on  pose  z  =  x  -i-jr  ^  —  1,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles 
en  .r  et  j,  l'équation 


(i)  /(«)  =  P-f-Q/-T  =  o 

entraînera  les  suivantes 

P  =  o,     Q  =  o, 

et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  si  a:  et  j  sont  les  coordonnées 

d*un  point  variable,  la  partie  réelle  et  le  coeiBcient  de  y/— 1  d'une 
racine  de  l'équation  (i)  seront  respectivement  égaux  aux  valeur-^ 
numériques  de  l'abscisse  et  de  l'ordonnée  d'un  point  commun  au\ 
deux  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  peuvent  donc  être 
regardés  comme  formant  une  représentation  géométrique  des  ra- 
cines de  l'équation /(«)  =  o,  et  c'est  pour  rappeler  celte  propriété 
que  nous  les  nommerons  des  points-raciries, 

2.  On  dit  en  général  qu'une  équation /{z)  =  o  a  /?  racines  égales 
à  a  lorsqu'on  a  /(«)  =  (z  —  aY  f(«),  f(«)  désignant  une  fonction 
qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z=  a\  or,  comme  la  fonc- 
tion f  («)  =  ~__    >„  prend  la  forme  -  pour  z  =  a,  si  l'on  cherche 
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sa  véritable  valeur  diaprés  les  règles  connues,  on  voit  que,  pour 
qu*elle  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

Toutes  les  fois  que  l'équation /(z)  aura  n  racines  égales,  le  point- 
racine  correspondant  sera  pour  nous  l'équivalent  de  n  points-racines 
qui  coïncideraient,  et  nous  le  nommerons,  dans  ce  cas,  point-mcine 
de  V ordre  n, 

BELATIONS  ENTRE  LES  DÉRIVÉES  PARTIELLES' DES   FONCTIONS   P  ET  Q. 

3.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Si  l*on  suppose  que z  tienne  la  place  de  x  -{-^yf—î  dans  l'identité 

/(z)  =  P+Qv/=T, 

et  que  Ton  prenne  les  dérivées  des  deux  membres,  d'après  la  règle 
des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 

ou 

On  obtient  ainsi  deux  expressions  différentes  de/'(z),  et  en  expn- 
mant  qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 

(hdQ 
,  dx~  dy 

df  dx 

4.  RÉCIPROQUEMENT,  si  le  S  relations  (  %)  ont  lieu  entre  les  dérivées 
de  deux  fonctions 

V^-<i>(x,x),     Q  =  >F(.r,^), 

V  et  Q  sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  }J — i  d^une  fonction 

d'une  seule  variable  z,  dans  laquelle  on  aurait  substitué  x  ^y^—i 
à  z. 
£n  effet,  posons 


substituons  z—/v^  —  i  kx  dans  cette  expression,  et  prenons  la 
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dérivée  de  W  par  rapport  h  y;  nous  aurons 

dW_dVdx      dV      (^^j£.flQ\jzr 
dy  -  dx  dy'^  dy'^\dx  dy^  dyr      '' 

et  comme  -^  =  —  yl—  i ,  il  en  résulte 
dy 

dW  _  fdV      dQ\       fdQ      d?\  I — 
lï7~\dj'^'di)^\dy~'lûy^^' 

Or,  le  second  membre  est  identiquement  nul  d'après  T hypothèse. 

On  a  donc  — ;—  =  o.  Ainsi,  le  résultat  de  la  substitution  est  indé- 
dy 

pendant  de  /,  et  par  conséquent  W  se  réduit  à  une  fonction  de  z, 
qui,  par  la  substitution  de  x '\-y\l—\  à  «,  devient  P  +  Q  /--ï. 

G.  Q.    F.   D. 

5.  Rclniions  entre  les  dérivées  partielles  du  second  orrlre. 
Les  relations  [%)  étant  identiques,  on  pourra  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  on  obtiendra  ainsi 


r/'P        d'Q 

d'v     d'o 

dv'       dx  dy 

dxdy  ~  dy*  ' 

d^Q             d'? 

d'Q            d'? 

dx*            dxdy' 

dxdy~       d)* 

d'où  résultent  les  relations 

/  d^V 

(    dx' 

rf'P 

dy*^ 

d'Q 
dy' 

RÉciPROQUEME?(T,  si  l'une  des  relations  (3)  est  vérifiée  par  une 
fonction  P ,  //  sera  possible  de  trouver  une  seconde  fonction  Q  teUe^ 

que  P  et  Q  résultent  de  la  substitution  de  x  -h^/— i  à  la  place  île  z 
dans  une  certaine  fonction  y  (2). 

/d? 
-j-dy,  on  aura 

dQ_  iiP      rlO_  rd^V      _  _  /•rTP  ,   __î/P 

dy  ~  ~cU  '      dx~  j   dx'    ^'  ~      J    dy'   •^'  ~       dy  ' 

Ainsi,  les  relations  (2]  sont  vériûées  par  les  fonctions  P  et  Q,  et 
par  suite,  il  existe  une  fonction  9  (z)  telle,  que  Ton  a  identiquement 

7 [x  4-r  yf^i)  =  P  +  Q  yf^ï. 
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6.  Relations  générales  entre  les  dérivées  partielles  de  P  et  celles 
deQ, 

On  tire  des  équations  (a),  en  les  différentiant  A-  —  i  fois  par  rap- 
port à  X,  et  /a  —  X-  H-  I  fois  par  rapport  à  /, 

(   rtc*r(r*~       d.i*-'d)^"^*' 

7.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  de  P  o«  <^/<:'  Q. 
On  tire  des  équations  (3)  par  la  diiïérentiation 

/       ^/"P  d"V 


(5)  < 

Ces  équations  expriment  une  propriété  commune  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  k  =  n^  /i  —  2,  /*  —  4»  •  •  •  > 
puis  X'  =  /2  ~  I ,  /i  —  3,  /i  —  5, . . . ,  on  obtient  : 

d"?     __  _      d"?      _      d"P      _  _      r/"  P 

'cû^     "  ~  djf*-^d/^  ~  dr^'^df*  ~  ~  djf-Uly''  '  "  " 

d^V  d"?  r/"P  r/"P 


(6) 


djT-'df  iixf'-Uiy       djf'-Uly"*  dt^'-Ulr' 

d"Q    _  d^Q      _      d"Q      __          d"Q 

djf     —  djc''-'d/'  ~  (U^-'dj*  ~  (W  'df'' 

d"0  d"0              d''Q                   d''Q 


djf-^'dr  d.c"-'dr       (U"-^df''  dC'-'dj' ' 

Ainsi,  toutes  les  dérivées  partielles  de  ^  ou  de  Q  d'un  même 
ordre  j  dans  lesquelles  V indice  de  différentiation  relatif  à  une 
même  variable  est  en  même  temps  pair  ou  impair j  sont  égales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  Pon  range  ces  dérivées  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  signes  -h  et  •—  se  succéderont  alternativement, 

SÉPARATION   DES  QUANTITÉS   RÉELLES   ET   DES  IMAGINAIRES 
DANS  LES   DÉRIVÉES    DE /(z). 

8.  En  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  Tiden- 
tité/(z)  =  P-i-  Q  v'^-~7,  nous  avons  trouvé 
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Celle  formule  fail  voir  que  pour  obtenir  la  partie  réelle  et  ic 

coefficient  de  y^  — i  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  par  rapport  à  j?  des  parties  analogues  de  cette  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  par  rapport  à  :r,  on 
trouve 

On  peut  donner  à  cette  expression  deux  autres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  II  suffît  d'y  remplacer 

d'après  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 

(7)  • 

DIFFÉRENCES   FINIES  ET  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DES  FONCTIONS 

P  ET  Q 

9.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  développer  les 
accroissements  des  fonctions  P  et  Q  suivant  les  accroissements  de 
leurs  variables.  

Si  dans/(z)  on  change  z  en  [z-\- b.x-^-t^ys/^x)^  on  aura 

En  posant 

Ax-h  Aj/^  =  r  (cos6H~\/— I  sinô), 

nous  aurons,  par  la  foi  mule  de  Moivre, 

(  A.r  -h  A r  yj  —  i  )"  =  r"  ( cos/îO  -|-  v/^sin/f  O). 
D'ailleurs  la  première  formule  (7)  donne 

donc  on  a 

A/(i)--^l>-t-iQ/^ 

+  R.  +  Ry-i, 


HOTE  IV.  36^ 


et,  en  séparant  les  parties  réelles  el  les  parties  imaginaires, 

f«)  {  » 

10.  Si  Ton  suppose  àx  et  A/  inGniment  petits,  le  terme  général 
de  chaque  développement  devient  la  différentielle  totale  du  n^"^ 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisée  par  le  produit  i.a.3.../?.  On  aura 
donc,  en  appelant  w  la  limite  de  Tangle  d,  et  en  observant  que 


dr 


r  =  ^dx^-^dy^  =  df^i-h  cot*w  -r^ — » 


(9) 


//•P    = 

"  '                  sinw 
r/-P                       <Y»P 

8in"w                    ""^  ' 
rZ-P    .                    d^V 

sm"w 

PROPBIÉTÉS  DES  COURBES  P  ET  Q.    —    POINTS  MULTIPLES. 

11.  Pour  abréger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  Q,  les 
courbes  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppo- 
serons que  le  système  d*axes  auquel  on  les  rapporte  est  rectangu- 
laire. 

Une  propriété  remarquable  de  ces  courbes  est  d'avoir  chacune 
un  point  multiple  de  l'ordre  /i,  toutes  les  fois  que  l'équation  pri- 
mitive/(z)  =  o  a  /ï  racines  égaies  entre  elles.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  faire  voir  :  i°  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  /i  —  i  inclusivement  quand  on  y 
substitue  les  coordonnées  d'un  point-racine  de  l'ordre  n  ;  a°  que 
chaque  courbe  possède  en  ce  point  n  tangentes  distinctes. 

12.  Premièrement,  quand /{z)  a  n  racines  égales  à  x-|-^V— *i 
on  doit  avoir,  /  désignant  un  nombre  au  plus  égal  à  n , 

cette  équation  entraîne  les  deux  suivantes  : 

d'y  _^'Z_  - 
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Il  résulte  de  là  et  des  relations  (6)  que  toutes  les  dérivées  de  P  do 
l'ordre  i  sont  nulles,  et  comme  i  est  compris  entre  o  et  /i  —  i ,  il  est 
donc  démontré  qu'en  chaque  point-racine  de  Tordre  n  toutes  les 
dérivées  partielles  de  P  s'annulent  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusive- 
ment. •—  Môme  démonstration  pour  la  fonction  Q. 

13.  En  second  lieu,  ies  courbes  P  et  Q  ont  chacune  y  au  f joint 

(.r,  ^),  /?  tangentes  dîstinetcs. 

Considérons  d'abord  la  courbe  P. 

dx 
On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -y-  =  tang6>  de  la  tangente 

menée  à  la  courbe  par  le  point  (x,  y)^  en  égalant  à  o  la  difïéren- 
tlelle  totale  du  n*'""  ordre.  D'après  la  formule  (g),  l'équation  qu'il 
faudra  poser  sera  donc 


r/"  P  d"  P 

=  o. 


^^_^,COS«»  +  ^^.-;^Sin«a. 


sm"w 


Le  dénominateur  de  cette  équation  n'est  jamais  supérieur  à  l'unité, 
et  il  ne  peut  devenir  nul  en  même  temps  que  le  numérateur  qu'au- 
tant qu'on  a 


r/^P 


Mais  ce  cas  peut  être  écarté ,  car  il  suffit,  pour  l'éviter,  de  changer 

d"  V 
la  direction  des  axes  de  coordonnées.  Donc  si  l'on  suppose  -^  ^  o, 

on  aura  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  posant 


(10) 


et  si  l'on  fait 


d"V 

tang/2w      — 

dj-^ 
d"  V    * 

djf'-'dy 

d''V 

tangft-  — 

di" 

on  aura 


d'où 


dy-'djr 

noi  —  jiA  -r-  Xtt» 


{„)  o.=  fî  +  /î^ 


n  u 
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Pour  avoir  toutes  les  tangentes  à  la  courbo  P,  il  suffit  de  donner 
à  n  les  valeurs  o,  i,a, . . . ,  /?  —  i,  et  Ton  obtient  n  valeurs  de  0, 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  -  •  Donc 

la  courbe  P  présente,  au  point  considéré,  n  tangentes  distinctes  et 
tellement  disposées,  que  deux  tangentes  consécutives  connprennent 
un  angle  égal  à  la  ri^^  partie  de  deux  angles  droits. 

i4.  îl  importe  de  remarquer  qu'un  point-racine  do  l'ordre  n  ne 
peut  être  un  point  d'arrêt  ou  un  point  isolé,  pour  aucune  branche  de 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  où  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  réquation  qui  donne  tang^»  ayant  toutes  ses  racines  inégales, 
on  voit  facilement,  en  développant  P  par  la  série  de  Taylor,  que 
cette  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  successive- 
ment les  coordonnées  de  deux  points  suffisamment  rapprochés  du 
point  N,  et  situés  de  part  et  d'autre  d'une  même  tangente. 

15.  Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  à  la  courbe  Q,  en  tout  point-racine  de  Tordre  /i, 
n  tangentes  distinctes  et  tellement  disposées,  que  deux  tangentes 

consécutives  comprennent  un  angle  égal  à  -•  On  peut  déjà  en  con- 
clure qu'entre  deux  tangentes  conséculives  à  la  courbe  P  il  y  a  tou- 
jours une  tangente  à  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Les  tangentes  h  la  courbe  Q  sont  les  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  tangentes  à  la  courbe  P. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  la  formule 


tlx" 
(10)  lang//«  = ^^ 


djf'-'tlv 

En  appelant  v  laiigle  qu'une  tangente  à  la  courbe  Q  fait  avec  l'axe 
des  X,  nous  aurons  de  mèm'3 

(Vi)  t3ng/îu=n a»^' 

du/'-'  J)- 
Or,  d'après  les  relations  (4  ), 

d''Q  _  d"?  d''Q      _  d" P 

donc 

tang/îw  lang/^*=  —  i; 

Stirm.  —  ^/i.,  II.  2^1 
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d'où 

nui^-nyj  =  db  -^ 

(l3)  «  — u  —  di . 

•À  n 

6»  —  u  est  l'angle  compris  entre  une  tangente  à  la  courbe  P  et 
une  tangente  à  la  courbe  Q  la  plus  voisine,  et Téquation  (i3)  montre 
que  cet  angle,  abstraction  faite  du  signe,  est  la  moitié  de  Tangle 

-  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P. 

16.  Les  résultats  précédents  comprennent  le  cas  particulier  d*un 

point-racine  simple.  En  un  point  de  cette  espèce,  l'angle  -  -  formé 

par  la  tangente  à  la  courbe  P  et  la  tangente  à  la  courbe  Q  se  réduit 

à  -•  On  peut  d'ailleurs  l'établir  directen>ent.  Ainsi  : 

En  un  point-racine  du  pmnicr  ordre  les  courbes  P  et  Qse  cou- 
pent à  angie  droit. 
Cette  propriété  appartiendrait  encore  aux  courbes  représentées 

par  les  équations 

P  =  A,    Q  =  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes  quelconques. 


PROPRIÉTÉS  DES  COURBES  DONNÉES   PAR   LES  ÉQUATIONS 

P-0-=o,    P-hQ--o. 

47.  La  courbe  qui  a  pour  équation  P  —  Q  —  oest  le  lieu  de  tous 
les  points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  el(J, 

donnent  des  r(^sul la ts  égaux  et  de  même  signe.  En  chaque  point  de 

p 
cette  courbe  le  raj)port  rr  est  égal  à  i. 

La  courbe  qui  a  {)our  équation  P4-  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous  les 

points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q. 

p 

donnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  — 

y  est  constamment  égal  à  —  i. 

Les  courbes  P  —  Q,  P4-Q  jouissent  des  mômes  propriétés  que 
les  courbes  P  et  Q,  et  il  suflit  pour  le  démontrer  d'observer  que  les 
fonctions 
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sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /^  de  la  fonction 

(,_^/iT7)/(3)  =  (n-/-r7)  (p  +  Q/in) 

=  p_Q4-(PH_Q)^/37. 

D'ailleurs  p  ^iq  s'annulent  évidemment  avec  leurs  dérivées  jusqu'à 
Tordre  n  exclusivement,  quand  on  y  substitue  les  coordonnées  d*un 
point-racine  de  l'ordre  n  ;  d*où  il  suit  que  : 

En  un  point-racine  de  l'ordre  n: 

I**  La  courbe  P  —  Q  a  n  tangentes  distinctes  dont  chacune  fait 

71 

auec  celle  qui  la  suit  un  angle  égal  à  —  ^ 

a°  Lu  courbe  P  4-  Q  a  aussi  n  tangentes  distinctes  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

18.  Pour  construire  les  tangentes  à  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  de  connaître  l'angle  qu'une  tangente  à  l'une  d'elles  fait  avec 
une  tangente  à  la  courbe  P. 

Soit  tang/z«  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  courbe 
P  —  Q  ;  on  a  trouvé  plus  haut 

r/"P 

(10)  tang/7u  =  — 


d"^ 


dx"''  dy 
à  cause  de  la  symétrie  du  calcul,  on  aura  aussi 

(14)  tang/n  =  — 


d^'p 


djc"-'  dy 


Mais 


donc 


7Lx^  ~  djc"         djf  "  djf'  "*"  f/a7"-V/j' 

d^'p      _      d"V ^"Q      _      r/"P      _  d"?^ 

dx^-'dy  ""  dx"-'dy       cW^'d/  ~  dx"-'dy       dx^  ' 


r/"P   ,      ^-P 


dx^      f/j/*-'  dy     —  (  tano:  7?  w  -f- 1  ) 


uiugrc  s  — 

d" 
dx"' 

P 

-'dy 

dx^ 

—  1  - 

-  tang/iw 

d'où 

t 

(i5) 

i  = 

6) 

I 

~  4 

—  • 

n 

24, 
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De  là  résulte  que  si  l'on  construit,  comme  au  n^iiy  les  tangentes 
aux  courbes  P  er  Q,  et  que  si  l'on  désigne  respectivement  les  angles 
consécutif  s  formés  par  ces  tangentes  par  les  nombres 

o,     I,     2,     Oy •  •  • , 

les  bissectrices  des  angles  de  rang  pair  seront  les  tangentes  à  la 
courbe  P  -h  0-  ^^  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  les 
tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

DÉMONSTRATION  D*UN  THÉORÈME  DE  M.   CAUCHT. 

19.  Traçons  autour  d'ua  point-racine  N,  de  Tordre  /i,  un  cercle 
assez  petit  pour  que  dans  son  intérieur  les  courbes  P,  Q,  P  —  Q, 
P  +  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  s'y  couper  mutuellement  ailleurs  qu'au  point  N. 
Un  point  mobile  M  qui  parcourra  la  circonférence  dans  le  sens  direct 
de  rotation,  c'est-à-dire  en  allant  des^  positifs  aux  j  positifs,  devra 
rencontrer  2/1  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant  : 

...,    P-0,    P,    P+Q,    Q,   P-Q,   P,    .... 

Concevons  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  on  substitue  ses 
4  p  p 

coordonnées  dans  le  rapport  ^-  De  la  courbe  P  —  Q,  où  t?  est  posi- 

P 

tif  (17),  le  point  M  passe  sur  la  courbe  P,  où  rr  s'annule,  et  de  là  immé- 

p 
diatement  sur  la  courbe  P  +  Qi  où  rr  est  négatif.  Donc  chaque  fois 

p 

que  le  point  M  traverse  la  courbe  P,  le  rapport  7:  passe  du  positif 

au  négatif.  Ce  rapport  passe,  au  contraire,  du  négatif  au  positif  chaque 

fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 

Donc  lorsque  le  point  mobile  sera  revenu  à  sa  position  initiale 

après  avoir  rencontré  %n  fois  la  courbe  P  et  2/7  fois  la  courbe  Q,  le 

P 
rapport  ??  aura  passé  a/z  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant, 

et  2/x  fois  du  négatif  au  positif  en  devenant  infini. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d'un  contour  convexe  on  trace  une  courbe 
fermée  très-petite,  qui  présente  des  sinuosités,  le  point  mobile 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  portion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  une  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  dans 
le  sens  rétrograde,  puisqu'il  doit  revenir  à  sa  position  initiale.  Donc, 
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P 

pour  chaque  portion  de  la  courbe  P,  le  rapport  =r  passera  une  fois 

de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif,  et  quand  le 
point  mobile  sera  revenu  au  point  do  départ,  ce  rapport  aura  passé 
en  s'évanouissant  %n  fois  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  passé  en  devenant 
infini  a /2  fois  de  plus  du  négatif  au  positif  que  du  positif  au  négatif. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  pour  un  cas  particulier,  un  théorème 
remarquable  dû  à  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Le  nombre  des  points-racines  situés  dans  r intérieur  d^ un  contour 
fermé ^  en  supposant  qu^Hnes*en  trouve  aucun  sur  ce  contour  même  y 

est  égal  à  la  demi-différence  entre  le  nombre  des  variations  (  *  ) 

P 

descendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  -^  >  pour 

toute  retendue  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation, 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner,  on  s'élève 
au  cas  général  par  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  un 
Mémoire  de  MM.  Sturm  et  Liouville  (Journal  de  Matliématiques ^ 
t.  I,  p.  278)  : 

a  Soit  A  l'excès  du  nombre  des  variations  descendantes  sur  le 

p 

nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  -  )  pour  un  contour  qui 

renferme  ^  racines.  Il  faut  démontrer  que  l'on  a  fi  =  -  A.  Or, 

j»  1**  Le  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC, 
lorsque  dans  l'intérieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  même  on  n'a 
jamais  P  =  o  ;  alors,  en  effet,  les  deux  nombres  fA  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  l'équation  p  =  -  A  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  même,  on  n'a  jamais  Q  =  o  ;  le  nombre  |x  est  alors 

encore  égal  à  zéro,  et  je  vais  prouver  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  En 

p 
effet  la  fraction  ^9  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du 
même  signe  que  d'abord  elle  possédait,  quand  le  mouvement  a  com- 
mencé :  donc  cette  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(*)  J'appello  variation  ascendante  le  changement  de  signe  d'une  quan- 
tité qui  passe  du  négatl/au  positif  en  s'évanouissant.  Une  variation  des- 
cendante est  le  contraire. 
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de  fois,  toujours  en  s'évanouissanl,  puisque  son  numérateur  seul 
peut  devenir  nul,  et  en  passant  alternativement  du  positif  au  né- 
gatif et  du  négatif  au  positif  :  donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois 
où  elle  va  du  -h  au  —  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  -h 
en  s*évanouissant,  est  égal  à  zéro  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  2"*  Quand  le  théorème  de  M.  Gauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  AGDA  qui  ont  une  partie  commune  AC>  il  a  lieu  également 

pour  le  contour  total  ABCDÂ  formé  par  leur  réunion.  En  effet, 

p 
l'excès  À  du  nombre  de  fois  où  ^  s'évanouissant  passe  du  +  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  où  celte  fraction  en  s'évanouissaut  passe  du  — 
au  +  est  le  même,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  contours  ABCA,  ACDA, 
puisqu'à  chaque  passage  du  +  au  —  ou  du  —  au  +,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  côté  AC  de  C  en  A,  répond  un  passage  inverse  du  — 
au  ^  ou  du  -h  au  —,  quand  on  va  sur  le  même  côté  de  A  enC.  Or, 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  %oit  égal  à  i^'  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  à  fi"  dans  le  contour  ACDA,  on  a  A  =  a/x'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  2  fi'  pour  le  second,  puisque  le 
théorème  de  M.  Cauchy  est  supposé  applicable  à  l'un  et  à  l'autre, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  il  résulte  de  là  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  =  2  (fi'+p")  ;  donc  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  fx'-h  /x*  racines. 

j>  Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés, 
pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ces  contours:  c'est  ce 
qu'on  verra  en  réunissant  ces  contours  successivement  deux  à  deux, 
comme  on  peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

»  3°  Étant  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divisé  ;  I.  En  contours  convexes  tracés  autour  de  chaque 
racine  contenue  dans  Tintérieur  de  ABC,  assujettis  aux  conditions 
énoncées  n*"  1 9  ;  II.  En  contours  semblables  à  ceux  dont  on  a  parlé  (  i"*) , 
c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  à  la  fois  P  ==  o,  Q  =  o.  Le 
théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles on  divise  le  contour  ABC,  aura  lieu  pour  ce  contour  même 
ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellement  le  cas  particulier  où,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o  : 
ce  cas  particulier  ne  jouit  d'aucune  propriété  régulière,  et  ne  peut 
donner  lieu  àaucun  théorème;  car,  dès  qu'on  l'admet,  lexcès  A  peut 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  que  le  nombre  y.  varie  ;  de  sorte 
qu'il  n'existe  alors  entre  fji  et  A  aucune  relation  constante.  » 
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ASYMPTOTES  DES  COURBES  P,  Q,  P  —  Q,  P+Q,  DANS  LE  CAS  OU  P 
ET  Q  SONT  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  ENTIÈRES.  —  THÉORÀHE 
SUR  LE  NOMBRE  DES  RACINES  D*UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE. 

21.  Soit  une  équation  algébrique  et  entière  de  degré  /n, 

/•( 3)  =  (A.  4- B./^)  «- H- ( A,  H- B.v/~)  z*»-» -h . . . 

+  (A«4-B„/^)  =  o; 
si  nous  posons 

z  =  x-hj/— I  =  r(cosw  4-  y/—  isinw), 

K  +  B./^=  P«(cosa,  +  /^Sinaj, 
nous  aurons 

=  pr'"[cos(a  4-/yîw)  -h/--Tsin(a  4-  mw)] 
4-p,/-'"-'jcos[:«,H-(/«  — i)w]-hv/^sin[«,-f-(/ii  — 1)«]}-|-..., 

d'où 

P  =  pr'"cos(«4- ww)  -hp,/'"~'cos[a,  H-  (/w  — i)wj 

4-  p,  r"-'cos  [a,  4-  (  w  -  a)  w  J  4- . . . , 

Q  —  p/'"*sin(a4- ww)  4- p, /""-'8in[a,  4-  (w  —  i)wj 

4-p,  r^~*sin[x2  4-  (/w  —  2)03]  4- 

Les  polynômes  P  et  Q  ainsi  définis,  nous  allons  chercher  les 
asymptotes  des  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

ââ.  Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gébrique de  degré  m  s'obtiennent  en  égalant  à  o  la  somme  dos 
termes  de  son  équation  qui  sont  du  m'*""  degré,  après  y  avoir  fait 
X  =  rcosw,  X  =  '•sinw. 

Or,  les  termes  du  /w'^""degré  dans  les  polynômes  P  et  Q  proviennent 

évidemment  de  la  substitution  de  -C4-7/--1  à  la  place  de  z  dans 

le  terme  (A,  4-  B,^'^)  a"  de  l'équation /(z)  =  o.  Donc,  si  réser- 
vant &>  pour  désigner  l'angle  qu'une  asymptote  à  la  courbe  P  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  appelle  y*  l'angle  analogue  relatif  à  la  courbe  Q, 
on  obtiendra  u  et  u  en  posant 

p/''"cos(a4-/ww)  =  o,     pr'"sin(a  4- ww)  =0, 

d'où  l'on  lire 

,«v  a.riTT  CIL    ^    ,  t:  iff 

{16)    W  ^ 1-  A h  -         J        y= hA  —  =  W • 
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23.  Quand  Téquation  d'une  courbe  du  degré  m  est  telle,  qu'on 
puisse  faire  disparaître  les  termes  du  [m  —  i)^'  degré  en  posant 
x  =  x'-hx,,  7'  =  y-hj,,  on  sait  que  toutes  les  asymptotes  de 
cette  courbe  passent  par  le  point  (x,,  jj. 

Les  courbes  P  et  Q  sont  dans  ce  cas.  

En  effet,  si  dans  l'équation /(z)  =  o  on  fait  2=  3' -h a:, -4-/,  v^-  - 1 1 
il  suffira,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  z'""',  de  poser 


j —  I   A, -f-B,  v/-i 

/If    A,  -r  B,^_, 

OU  bien,  séparément, 


^. 


j:  =  ^L^o^^ 


hli       r  -        '    A,B.-A,B, 


m       AJ  -H  ^^ 

La  transformée  en  z'  n'ayant  pas  de  termes  du  (//i  —  i)"""  degré, 
les  polynômes  P,,  Q,,  analogues  à  P  et  à  Q,  que  Ton  déduit  de  cette 

transformée  en  posant  2'  =  x'  -4- y  yj—  1 9  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degré. 

Mais  il  est  évident  que  P,  et  Q,  sont  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  y  fait  x  ='jc'-f-  -r,,  y  =y-|- j,.  Ainsi,  les  polynômes  P 
et  Q  perdent  leurs  termes  du  degré  m  —  1  par  ce  changement  do 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q 
passent  par  le  point  (-^p/J. 

24.  Des  formules  (16)  il  résulte  :  1°  que  les  deux  courbes  P  et  Q 
ont  chacune  m  asymptotes  distinctes  ;  a"*  que  deux  asymptotes 

consécutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  égal  à  -^  * 

dont  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  même  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  l'ordre  n. 

Les  équations  qui  donnent  tango)  et  tangu  n'ayant  que  des  ra- 
cines inégales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  réelles-  et 
s'approchent  indéfiniment  des  courbes  P  et  Q,  tant  du  côté  de  Tin- 
fini  positif  que  du  côté  de  l'infini  négatif. 

25.  Les  courbes  P  —  Q,  P  +  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes 
qui  passent  par  le  point  (x„  /,).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  même  que  c-elles  des  tan- 
gentes n°  18.  Il  résulte  de  là  que  si  du  point  (x,,/,)  on  décrit 


C^)  Ces  propriétés  des  asymptotes  ont  été  remarquées  par  Gauss  et 
publiées  par  lui,  en  1799,  dans  une  thèse  intitulée  :  Demonstratio  nova 
theorematis omnemjbncttonem  algehraicam  raiionaleta  intrgram  unims  varitt» 
bilis  in/actorts  realet  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  passe.  Helmstadii. 
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/in  cercle  assez  grand  pour  que,  près  de  sa  circonférence,  les 

/  courbes  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  asymptotes,  un 

point  mobile,  parcourant  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotation, 

rencontrera  %m  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 

Tordre  suivant  : 

...,    P-Q,    P,    P4-Q,    O1    P-Q,.... 

Par  conséquent,  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des- 

p 

cendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  -^  sera 

égale  puur  ce  contour  à  a  m.  Le  nombre  des  points-racines  qu'il 
renferme  est  donc  égal  à  m,  et  comme  au  delà  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toute  équation  algé^ 
brique  et  entière,  de  degré  m,  à  coefficients  quelconques^  admet 

m  racines  de  la  forme  a  -f-  6/ — i . 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  DONNÉES  PAR  LES  ÉQUATIONS 

Z  =  P,   z  =  Q. 

26.  Si  dans  Fintégrale  définie  (475) 

yV(«)^Ô=a7r/(o), 

où  u  tient  la  place  de  x  -h  j  v^— i  —  r  (cosô  -f-  v/^sinS),  on  sup- 
pose /( u)  de  la  forme  *  (m)  -h  Y  [u)yf^,  *  («)  et  Y  { a)  étant  des 
fonctions  réelles  de  u,  on  aura  séparément  : 

I        Pr/9  =  27r<ï>  (o),      /       Qd^  ==  a^rT  (o), 
0  t/O 

P  et  Q  ayant  toujours  la  même  signification,  mais  devant  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  réelles  de  rsinOet  de  rcosO. 
Voici  une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  entre  la  surface  z  =  P,  le 
plan  xjr  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  Taxe  des  s  et  r  pour 
rayon.  On  aura 

V=  /   lr?drdQ=  /    rdB  I      P</e  =  2  7r<ï»(o)  /    rdr, 
J  J  Jo  Jo  t/O 

et  enfin 

V  =  ffr»*(o). 

Ainsi  le  volume  considéré  est  égal  à  celui  d*un  cylindre  ordinaire, 
de  même  base  et  ayant  pour  hauteur  <2>  (o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  z  =  Q 
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remplacerait  la  surface  2  =  P,  on  aurait  de  même 

U=7rHH'(o). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f{u)  est  réelle,  ce  volume  est  con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  à  représenter  par  leurs 
intersections  les  racines  de  Téquation  f[z)  =  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  multipliant  son  premier 
membre  par  une  constante  réelle  ou  imaginaire.  Or,  le  premier 
membre  de  Téqualion 

ee  changera  pour  z  =  x  -t-T*/^  en 

aV-bO  +  [bV'h  flQ)  v/^, 

et  les  courbes  données  par  les  équations 

P,  -=  aV  ^bQ  =  o,    Q,  =  bP  -f-  /7Q  ^  o 

se  couperont  aux  points-racines  de  la  proposée. 
Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 

courbes  P  et  Q,  et  si  Ton  ajoute  à  cette  remarque,  qu  en  chaque 

P  b 

point  de  la  courbe  Pi  le  rapport  ^  est  égal  à  -  ?  on  aura  deux 

théorèmes,  qui  pourront  s'énoncer  d'une  manière  abrégée  comme 

il  suit  : 

p 
Le  rapport  jr  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  dUin  fx>ly- 

gone  régulier  infiniment  petit  de  ^n  côtés,  dont  le  centre  est  un 

i)oint-rncine  de  l* ordre  n. 

p 
Le  rapport  tt  ^  '«  même  valeur  à  tous  les  sommets  d'un  poly^ 

gonc  régulier  infiniment  grand  de  im  côtés  dont  le  centre  est  le 
fjoint  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  théorème  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  et  entières 
de  degré  m. 

28.  Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  cette  Note  ne  s'appliquent 
qu'aux  fonctions  que  M.  Liouville  appelle  bien  déterminées^  c'est-à- 
dire  à  celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable  s  —  j:  +  ^v/— i,  et  qui  varient  d'une  manière 
continue  quand  le  point  (x,  r)  se  déplace  suivant  une  courbe  quel- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES  6UB   tA   RECTIFICATION   DES   COURBES   PLAN  ES  9 

par  M.  E.  PnoiniET. 


Formule  pour  la  rectification  des  arcs.  —  Approximation  des  arcs.  — 
Transformation  des  arcs  de  courbe.  —  Courbes  recliOables. 


FORMULE  POUR  LA  RECTIFICATION  DES  ARCS  DE  COURBE   PLANE. 

1.  Soient  ÂB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  AB  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lieu  des  points  P,  s'ob- 
tient en /oignant  le  point  P  au  milieu  de  la  droite  OM. 

2.  Si  l'on  désigne  par  p  la  perpendiculfdre  OP  et  par  w  l'angle 
que  cette  droite  fait  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

Cela  résulte  de  ce  que  PM  est  égale  à  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c*est  ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère /7  et  b>  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de  courbure,  on  aura 

car  le  point  Q  appartient  à  la  podaire  de  la  développée  de  la 
courbe  AB. 

4.  Si  Von  désigne  l'arc  AB  par  s,  et  par  aet  p  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  et  ^  font  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

s=f%do,  ^£''(0P±  CQ)  rf«  -^£\p  +  Ç^)  rf»- 

5.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les  extrémités  de  Va^c  AB  sont  égale- 
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ment  distantes  des  points  correspondants  de  hipodairty  on  a 

(II)  ^^  /    p^^* 

Jeu 

Conséquence  de  (2)  et  de  (4). 

6.  La  formule  [l]  ne  change  pas  quand  on  cluutge p  en 

/? -h  a  cos«  4- ^  sin». 
Analyliquement  cela  résulte  de  ce  que 

z=  acosw  -4-ôsinM 
est  rinlégrale  générale  de  l'équation 

d^z 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d*où  l'on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

APPROXIHATIO.N  DES  ARCS  DB  COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe ^  0  lui  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  ts  V angle  des  normales  extrêmes^  en  désignant 
par  p^,  Pli  Pi9  '  "  i  pjn  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor' 

maie  au  potnt  A  les  angles  o,  — >  —  1        1  •  •  •  ?  o/t  aura 

'  '^  'in    'in    a/i 

n 
n 

d^P  r 

si  d'ailleurs  -y-^^  est  négatif  pour  les  valeurs  de  «  comprises  entre 
dtf 

o  et  tj. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  p^u  peut  être  consi- 
déré comme  Taire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  u  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p^^ 
Pii  Pii  "  - 1  Pu  '^^ perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  d'un  po- 
lygone équiangle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 

AB  =  lim  a  i£4±A±^±:^i±i£îs  pour«  =  « , 

AB  =  lira  a  2L±iV±:  i:.L±jP2aM  pQur/i  =  oo. 

n  ^ 
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9.  Soit  CD  une  droite  partagée  au  point  E  en  deux  segments, 
CE  =a,  CD  =  6.  Si  l'on  partage  en  iin  parties  égales  la  demi' 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  l'on  désigne 
P^^  Pt^Ptf'i  Pu  ^^^  droites  menées  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  l'ellipse  ttjrant  %a  et^àb  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  :  la  première 

n 
et  la  seconde 

n 

Le  théorème  anrait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le  pro- 
longement de  CD  et  que  Ton  eût  encore  EC  =  a,  ED  =  b. 

iO,  La  moyenne  des  distances  d^un  point  pris  dans  le  plan  d'un 
cercle,  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  d*une  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
à  ta  circonférence,  divisé  par  air.  —  Cas  où  le  point  est  pns  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9). 

i\.  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  ^a  et  ib^a'^b, 
étant  désigné  par  E,  on  a 

E>2r6,  E<!i7r« 


E>27r ,  E<awl^ , 


'1 


lip^aTT ; ,  ll<[27r- 9 

4  2 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

iS.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et  a,  by  des  points 
pris  sur  les  droites  ÂA',  BB',  de  telle  sorte  que 

A/i  _   Bh  ^  m 

râ""  bT  ~  7' 
on  aura 

//ABrtwA'B' 


ab  = 


m  +  n 


On  prendra  le  signe  -+-  si  les  droites  AB,  A' B' sont  dirigées  dans 
le  même  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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43.  Si  plusieurs  polygones  ABCD. . . ,  A'B'C'D'. . . ,  A^D'CD'. . . , 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles^  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A", ...  ;  b  relui  des  sommets  B,  B', 
B*, . . . ,  et  ainsi  de  suite,  le  polygone  abcd, . .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premiers  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  théorème  12. 

ii.  Soient  C,  C,  C',...  plusieurs  courbes,  A,  A',  A*,...  des  points 
appartenant  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  points  soient  parallèles.  Soit  a  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A", . . .  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A', .  •  •  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  l'arc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', ... ,  en  prenant  avec  le  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens, 

iS.  Étant  donné  un  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  d'espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B'  ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d  une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura  une 
courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéHniment  celte 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  même 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en  plus 
petit  et  qui,  par  conséquent,  différeront  de  moins  en  moins  d'une 
ligne  droite. 

IG.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  rs  l'ouverture  d*un 
certain  arc  AB,  posons  p  —  f{(a)  :  on  a 


=fJ'[fH-^f»]d<^' 
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On  aurait  encore 


=  o.p[f('^^)-^n'^^)'\d^^ 


Soit/?,  =/,(w)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

La  fonction/,  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES  RECTIFIABLES. 

17.  Trouver  une  courbe  connaissant  sa  podaire. 

Si  /?  =/(&))  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  ô  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  &>  entre  les  deux 
équations 

18.  Si  i'on  prend  f  [ta]  égal  à  la  dérivée  d*une  certaine  fonction 
F(w),  r  élimination  précédente  donnera  une  équation 

■ 

qui  représentera  une  courbe  rcctifiable, 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rcctifiable  si  Von  trouve  une 
fonction  M  de  x  telle,  que  Von  puisse  trouver  en  termes  finis  les 
intégrales 

Il  suffira  de  poser 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  ajc",  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 
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NOTE  VI. 

SUR  LA  REDUCTION  DES  SOMMES  AUX   INTÉGRALES, 

par  M.  Proubet. 


Formule  fondamentale.  —  Application  de  cette  formule  aux  fonctions  en- 
tières,—  aux  fonctions  fractionnaires, —  aux  fonctions  transcendantes. 
—  Théorèmes  à  démontrer. 


FORMULE  FOiNDAMENTALE. 

i.  Soient/(x]  une  fonction  quelconque  et/?  un  nombre  entier  posi- 
tif. Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  ^{n)  telle,  que  Ton  ait 

(i)  <f{n)  =/(x)  -+-/(x-h  /<)  -r/(x-+-a/0  -r.  ..-h/[j  +  (/ï-i)/0. 

Posons 

(a)    ^(n)=f\x)-^f'(x-\-/i)-^f'{x-hih)-h...-^f'[^  +  [n^i)hl 

Il  en  résultera 

(4)  ^K//4-I)-^K//)-/'(x4-/|/0.       . 

La  fonction  7  doit  satisfaire  à  l'équation  (3)  pour  des  valeurs  en- 
tières de  n\  mais  il  est  clair  que  cette  condition  sera  remplie  à  plus 
forte  raison,  si  Ton  obtient  une  fonction  7  telle,  que  l'équation  (3) 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  que  Ton  mettrait  à  la  place  de  /?. 
Alors  l'équation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  par  rapport  à  /?,  et  l'on  aura 

(5)  f(.7  +  i)-t'(/?)-/(/''(^  +  «/0, 
et,  en  comparant  avec  l'équation  (4)} 

(6)  <i>'[fi  -M)  -  ^'{n)  '^  /i^K«  -h  i)  —  ^[;i). 

Si  mainlcnant  nous  changeons  successivement  /ten/i+i,/t+a,..., 
n  +  /-,  nous  aurons,  en  ajoutant  les  résultats, 

V\//  -i-  / )  -  f\ri)  =  /i-^(// -1-  X)  -  /i-!/(«), 
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oa  bien 

(7)  9'(n)^h^{n)  =  <f'(n-hA)^h^{n-h^). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  indépendant  de  ^  ;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  second  :  mais  ce  dernier  est  une  fonction 
de  /i  +  ^,  et  il  ne  peut  pas  ôtre  indépendant  de  ^  sans  l'être  de  n. 
Donc  régalité  (7)  sera  satisfaite  si  Ton  pose 

(8)  y'(/i)-/i>[;(/i)=r, 

c  désignant  une  constante,  c'est-à-dire  un  nombre  indépendant  de  n. 
En  désignant  f(n)  par  Sf(x)  et  ^p(/l)  par  S/'(ar),  on  aura 

j^S/(x)  =  AS/'(x)4-r, 
et  en  intégrant, 
(I)  Sf{x)  =  hfsf(x)  dn-\-cn, 

formule  qui  fait  dépendre  la  sommation  de  la  fonction /(x)  de  la 
sommation  de  sa  dérivée.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante , 
parce  que  S/(  x)  doit  être  nulle  pour  /i  =  o. 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  ENTIÈIJSS. 

2.  Supposons  que  f[x)  soit  une  fonction  entière  du  degré  ///; 
alors /"(x)  est  une  constante  Â,  et  Ton  a  tout  d'abord 

S/'»(x)  =  A7i, 

d'où  l'on  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (I), 

•^       ^  i.a.3         1.2  I 

•• • I 

et  enGn 

•'^    '       i.a.3..  .m(iw  +  i)       1.2.3. ../7i 

1.2.3.. . (m  — 1)  1.2  1 

B,,  B^,. . .,  B„  sont  des  constantes  dont  les  valeurs  se  détermineront 
successivement,  à  chaque  intégration,  en  faisant  /i  =  t. 

Stchm.  —  An.y  II.  a5 
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3.  On  trouvera  très-facilement  par  ce  moyen  les  sommes  des  puis- 
sances des  n  premiers  nombres.  En  désignant  ces  sommes  par  S. , 
S, ,  S,,. . .,  on  aura,  en  général , 

(II)  S„.=  /7iy"s„.,^/i  +  c/i; 

on  a  d'abord 

S,  =  /î, 

et  en  intégrant, 

S, h  en. 

Pour  déterminer  r,  on  fera  /t  =  i,  ce  qui  réduit  le  premier  membre 
à  I  :  on  aura  donc  i  =  -  +  c,  d*où  c  =  -  ?  et 

2  2 


/?'      n 


S.  =  — -!--• 
1  2  2 


On  aura  de  la  même  manière 


/?*      /?*  /i*  .  n'      /i 


S,  =  y  +  -  +  c«=3-  +  -  +  g, 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  formule  (II)  présente  un  grand  avantage  sur  la  for- 
mule du  n"  743  qui  fait  dépendre  chaque  somme  de  toutes  les  sommes 
d'un  indice  moindre.  En  partant  de  la  valeur  de  S^ ,  donnée  au  nu- 
méro cité ,  on  trouvera  facilement 


s. 

6 

+ 

2 

+ 

12 

/? 
12 

• 

s. 

= 

n' 

1 

+ 

2 

-4- 

2 

6  ^4a 

) 

s, 

= 

8 

+ 

2 

4- 

in' 

12 

a4  ^ 

12 

) 

s. 

= 

9 

H- 

2 

4- 

2/l' 

3 

i5 

2/1 
9 

1 

n 

s. 

= 

lO 

-h 

2 

+ 

3/î» 
4 

lO 

n' 

2 

— . 

3/î^ 
— ï 

20 

s.. 

= 

II 

-4- 

2 

-h 

5/1» 
6 

-/z'-f-/i' 

k 

/ï> 

2 

5/1 
66' 

c 

— 

12 

4- 

2 

+ 

Tl/l" 

II  «• 
8 

H-- 

lli 

6 

î*       Il  /i* 

^11 

12 

8 

H ' 

12 


KOTE    71,  38j 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  FRACTIONNAIRES. 

4.  Posons 

f(x)=        '.     ,>     d*où    f(a^)=  ■-    ^f't'\r 

On  a  trouvé  (741) 
On  aura  donc 


De  là  résulte 


(^  =  S/'(x)4-.. 


Pour  déterminer  la  constante,  faisons  /i  =  i  :  le  premier  membre  se 

I  3 

réduit  à  7  et  Sf'(x)  à  —  7;  donc  c  =  i,  et,  par  suite, 
4  4 

I        _  3  5  a/7  -I- 1 


ou  bien 


_3_       __5_^  2/14-1     _  T 


APPUCATION  AUX  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

5.  Soient 

j  =  S/{j:)  =  i-f- ^ -h  ^  + <?*  +  . .  .-h  <?-*; 
la  formule  (I)  donnera,  en  remarquant  que/'(j:)  =  e*  =^, 

équation  dont  Tintégrale  est 

25. 


388  COURS  d\iialyse. 

Les  constantes  se  déterminent  en  faisant  /i  =  o,  /i  =  i ,  ce  qui  donne 


0  =  c'  —  c , 

1  —  c'e  —  c\ 


d'où  l'on  tire  c  =  c'=  — -— ,  et,  par  conséquent, 

e  —  I 

formule  connue. 

6.  Comme  dernière  application,  nous  allons  faire  voir  comment 
on  peut,  par  le  moyen  de  la  formule  (I),  ramener  à  une  question 
de  calcul  intégral  ordinaire  la  sommation  d'une  classe  très-étendue 
de  fondions  transcendantes. 

1"  Soient 

u'  étant  la  dérivée  de  «.  La  formule  (1)  donne  immédiatement 

dr 

équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  ramène  Suc"  à  Sa'^". 
Si  donc  u  est  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x,  alors  y  dé- 
pendra, en  dernière  analyse,  d'une  équation  de  la  forme 

dz 

5^  =  ^"-*-"' 

qui  s*intègre  immédiatement. 

2**  Soient 

j  =  Sw  sin^jc,     «  =  Stt  cos^x, 

j,  =  Sw'sinôx,     z,  =  Si^'cos^x; 
on  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite, 


lin 


=  ^3+J,  4-c, 


Cette  seconde  équation,  linéaire  et  du  second  ordre,  ramène  donc 
Sf4sin6x  à  Stt'sinéx  et  à  Sa'coséx.  On  pourra  donc  trouver 
%u  sin^x,  par  une  suite  de  semblables  réductions,  quand  u  sera  une 
fonction  de  x  algébrique  et  entière. 
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3*  Soient 

y  =  %utf*  sinô-r,     z  =  Sue^'  cosbx, 


on  aura 


r/*  r        ,       , ,         ,  ^        fir 

■^  = /.  4- ^(3, -h  6r-h  ttz 4- c, )4- fl  ^^ 

l'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  donnera  une  équation  du 
second  ordre  et  fera  dépendre  x  ^^Xi  ^^  ^^  ^r  ^^  '^ra  donc  possible 
d'obtenir  les  intégrales  demandées  quand  u  sera  une  fonction  algé- 
brique et  entière. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  puissances  de  sin^x  et  de 
cos^x  peuvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  bx ,  on  conclura  des  trois  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner la  possibilité  d'obtenir 

S/(x,  sin6x,  cos6x,  e**), 

lorsque  la  fonction  /  sera  algébrique  et  entière. 

TBÉORBHBS  A  DÉMONTRER. 

7.  Si  m  est  un  nombre  impair,  on  aura 

s»  =  «'(«-1-1  )'?[«(« +1)1, 
tf  désignant  une  fonction  entière. 

8.  Si  m  est  un  nombre  pair,  on  aura 

S«  = /ï  (/ï  4- 1)  (a/H- 1)  f  [/i  (/ï -h  I)] , 
ff  désignant  une  fonction  entière, 

9.  Soient  s^  la  somme  des  nfi"^  puissances  des  nombres  entiers 
premiers  à  l'entier  n  et  inférieurs  à  ce  nombre^  c  la  constante  qui 
entre  dans  la  jormule  (II),  P(/)  V expression 

a^  b,,..,  l  étant  les  facteurs  premiers  de  n;  on  aura 

^m  =  ^  I    *«-i^«H-^P(«  — 0  X  «• 
On  conclut  de  là  que,  pour  obtenir  s^,  il  suffit  de  multiplier  les 
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termes  du  développement  de  S. ,  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de/i, respectivement  par P(  —  i),  P(o),  P(i),....  On 
a  ainsi,  en  observant  que  P(o)  =  o, 

s,=  nP(-i), 
s,  =  i  P(- .), 

*.  =  jP(-i)H-^P(0. 

et  ainsi  de  suite.  (  ^oir  pour  cette  dernière  question  un  article  de 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  CreUe,  t.  XL,  ou  les  NouveUes 
Annales  de  Mathématiques^  i**  série,  t.  X,  p.  324.) 
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tl=  I    f(x)dXy 

du  =  ^f(a)da-hf(à)db. 
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RAPPORT  A  UN  PARAMÈTRE  VARIABLE. 


f(x^t)dx. 


Suivant  que  les  limites  aoib  sont  indépendantes  de  /,  ou  dépen- 
dent de  t^  on  a 

dt      L        dt 


du=^-/(a,t)da+f(b,t)db  +  dtf  '^dx. 
453.  Interprétation  géométrique. 

4^.  DlFFÉRB.>'TIATION    d'UNE   I.NTÉGRALB  INDÉPI.NIB  PAR  RAPPORT 
A  l'N  PARAMÈTRE  VARIABLE. 
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I    dxl   f{x,r)djr=        dfi   f{x,x)dx. 

a         Je  Je         Ja 


457  et  458.  D^bmination  de  l*intâgbale    /    sin*x^. 

2  ! 

3 


u^=  I    sin'xdlr. 
Soit  n  pair  :  nous  aurons 


_  ir    I    3    5         /f  —  1 
''"~â'â"4*6'"'     n     * 


««.1  = 


246  n 
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459.  FoRUULE  DE  Wallis. 

9r       22446 
2       13    3    5    5 


TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE   DE   LA   DÉTERMINATION    DES   INTÉGRALES   DÉFINIES. 

460.  Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  On  donne 
le  nom  d'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  à  l'intégrale  définie 

r(/i)=  j^x'-'Cdr. 

On  doit  supposer  n  positif. 

461.  On  a 

r(/i-hi)  =  nT[n). 

402.  Pour  n  entier  et  positif 

r(/ï)  =  1.2.3. ..(/?  —  1). 
463.  On  a 
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464  à  466.  Intégrales  qui  se  déduisent  d'une  intégrale  connue 

FAR  LA  DIFPÉRENTIATION  SOUS  LE  SIGNE. 

467.  Intégrales  déduites  d*autrbs  intégrales  au  moyen  de 
l'intégration  sous  le  signe. 

I      cosbxax  =  -\    -  ,   ,-■ 


'o 
468. 


l 


<»e-^  —  ér"  .        ,ûf 


469. 

I      sxnbxclx  =  arc  tang  r  —  arc  lang  r  • 


470.  On  a 


X 


rfx  =  —  ) 

X  a 


pourvu  que  6  soit  >  o.  Si  Ton  avait  6  <o,  le  second  membre 


serait • 


47i.  Emploi  de  considérations  géométriques  pour  la  déter- 
mination DE  certaines  intégrales  DÉFINIES. 


o  ^ 


472. 


«(r/      f[j^,y)dx—  \        I    /(rcosO,rsinÔ)  rrferfr. 

0  «/o  «/o        4/0 


473. 


X^"*  elx  =  |/îr. 
-  QO 

474.  Si/(x)  =y(^x),  on  aura 

Xcc  /»00 

f[x)dx=%\     f(x)dx. 
-  00  t/0 

Si /(—or)  =  — /(x),  on  aura 

f{x)dx  =z  o. 

-  00 
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475. 


J-00  a" 


-00 

476.  Emploi  des  imaginaires. 


Ç'^e^\e^'-he-'^)dx  =  e^'s/^. 


En  posant  a  =  ay/— i, 


X'- 


3  1  3     /~~ 


477.  Intégrale  obtenue  a  l'aide  dvve  équation  différen- 
tielle. 


0  a 


TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES   INTÉGRALES    DÉFINIES.    —    INTÉGRALES    EULÉRIENNES. 
478.  MÉTHODE  DE  CaUCHT.  '—  FORMULE  FONDAMENTALE.  —  Soient 

z  ane  variable  imaginaire,  rson  module  et  p  son  argument,  en  sorte 
qu'on  ait 

z  =  r(cos/>4-  v/— Tsin;t?)  =  /«''*'"' . 

Soit/(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue^  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  r  est  inférieur  à  une 
certaine  limite  R.  Supposons,  en  outre,  qu'en  laissant  le  module 
constant  et  en  faisant  croître  l'angle/?  d'une  manière  rontinue  depuis 
une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  +  ^tt,  la  fonction  ro- 
prenne,  pour  /?  =  a  -h  27r,  la  valeur  qu'elle  avait  pour/?  =  a. 
On  a  la  formule 

(I)  /(o)  =  ^  j^  /(2)  dp, 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

479.  La  valeur  do  /  f{^)^P  ^^^  indépendante  du  mo- 

dule r. 
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480. 


(U)  f(o)  =  ^£''y(re'^')dp. 

481. 

(in)  î(x)  =  ±^J^  î{x-^reP^-^)rip. 

482  à  485.  Applications  des  formules  paÉcÉDENTES. 

486  et  487.  Développement  des  fonctions.  —  Une  fonction  F  (x) 
d'une  variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  €iéveloppée  en 
série  convergente  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
tant  que  le  module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  fonc" 
tion  ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 


488.  Des  intàghales  eulériennes.  —  Définition.  —  Propriétés 
de  l'intégrale  de  première  espèce.  —  On  nomme  intégrale  eulé- 
rienne  de  première  espèce  et  Ton  représente  par  B(/7,  ^jrintégrale 

I 


X 


dans  laquelle  peiq  désignent  des  nombres  positifs.  L'intégrale  pré- 
cédente aurait  une  valeur  infinie  si  /?  ou  ^  était  négatif. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous  Tune  des 
deux  formes 

JE. 


490. 
491. 


B(iP,7)  =  B(7t/^). 


B(;'  +  i,(7)=-J^B(/,,7), 

402.  Relations  entre  les  intégrales  de  première  et  de  se- 
conde ESPÈCE. 


493. 

f"  u^'  (a  -  «)«-'  du  =  af^''  Li^in^. 
Jo  ^(P-^^) 
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49i  et  495.  Intégrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide  des 

FONCTIONS  r. 

496  et  497.  Applications  a  la  recherche  des  volumes  et  des 

CENTRES  DE  GRAVnÉ. 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

intégration  des  différentielles  totales  et  dbs  équations 

différentielles. 

498.  Condition  d*intégrabiuté  des  fonctions  de  deux  va- 
riables. —  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mdlr  +  N^,  c'est  chercher  une  fonction  de  x^  y,  dont  cette  expres- 
sion soit  la  différentielle  totale. 

Si  Ton  désigne  par  Mdx  +  N^^la  diâ'érentielle  totale  d'une  fonc- 
tion u,  on  aura 

dy        dx 

L'expression  Mdlr +  N^  ne  pourra  être  intégrée  si  celte  relation 
n'a  pas  lieu. 

499.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant  p  =/M<2r, 

500.  Extension  au  cas  de  plusieurs  variables.  —  Soit 

yLdx-\'^dy'\-Vdz=zdu  : 

on  aura 

d^_(m      fm_d?      dl^_d? 

dy  ^  djc^      dz  "  dx        dz  '^  dy^ 
conditions  nécessaires  pour  que  la  formule  proposée  soit  intégrable. 

501 .  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  formule 
proposée  est  intégrable. 

En  posant  (^  =  /M^^,  et  9  étant  une  fonction  de  >*  et  de  z  telley 
que 

on  aura 
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502.  En  général  ^^^~"  ''  est  le  nombre  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  d'une  formule,  n  étant  le 
nombre  des  variables. 

503.  Équations  différentielles.  —  Définitions.  —  On  nomme 
équation  différentielle  du  râ^  ordre  une  relation  entre  une  variable, 
une  fonction  de  cette  variable  et  les  dérivées  ou  différentielles  de 
divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu*au  «"""ordre  inclusivement. 

504  et  505.  Intégration  des  équations  du  premier  ordre.  — 
SÉPARATION  DES  vARiARLES.  —  LMutégration  s'effectue  immédiate- 
ment quand  il  est  possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

^(x)dx  =  -^[y)dx\ 
on  aura 

J^{x)dx^J^[y]dy^Q.. 
506  et  507.  Équations  homogènes.  —  L'équation 

est  homogène  quand  M  etN  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  même 
degré  des  variables  x  et  j.  On  a,  dans  ce  cas,  m  étant  le  degré  de 
l'homogénéité, 

L'intégrale  est 

I 

508  à  510.  Équations  que  l'on  peut  rendre  homogènes. 


QUARANTE  ET  UNIEME  LEÇON. 

suite  de  l'intégration  des  équations  du  premier  ordre. 

511  et  512.  Équations  linéaires. 


^  =  e-S^f  ÇQeS'^djc-i-C\ 
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SI  3  et  M 4.  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
Si  l'on  pose  -=^3—  =  2,  on  aura  l'équation  linéaire 


g+(,_„)p,  =  Q 


ot 


515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière. 

Si  6.  Problème  de  de  Beaunb.  —  Trouver  une  courbe  telle,  que 
la  sous-tangente  soit  à  l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à 
la  différence  entre  l'ordonnée  et  r abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dx  a 

On  trouve  pour  son  intégrale 

X 

y  —  x-^a-\-Z^. 

517  et  518.  Problème  des  trajectoires.  —  Trouver  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans 
r  équation 

(1)  F(x,j,fl)  =  o, 
a  étant  un  paramétre  variable, 

(2)  m  (—  ^^^\-^^^^^. 
'  \djr        dx  dx)  ^  dx        df  dx 

L'élimination  de  a  entre  les  équations (i)  et  (a)  donnera  l'équation 
différentielle  du  lieu. 

519.  Quand  Tangle  donné  est  droit,  les  trajectoires  sont  dites 
orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination  de  a 
entre  les  deux  équations 
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520.  Ëquation  du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque. 
—  Cas  ou  l'équation  ne  contient  pas  explicitement  *  et  ^.  — 

Soit,  en  posant  ^  =  /?, 

dr 

S'il  est  possible  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  ^  )  on 

aura  une  ou  plusieurs  équations  du  premier  degré  que  l'on  tâchera 
d'intégrer. 

521.  Si  réquation  se  réduit  à 


on  aura 


p(i=Ç)... 


522  à  524.  Équations  qui  ne  renferment  pas  l*unb  des  ya- 
riarles. 

525  et  526.  Cas  ou  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport 
A  l'une  des  variables.  —  Si  réquation  contient  x,  y  et  p^  et 
qu'elle  puisse  se  résoudre  par  rapport  à  Tune  des  variables,/  par 
exemple,  en  sorte  que  l'on  ait 

on  aura 

.  .        df  ,        df  . 

dy    ou    pdx^^dx^  —  dp. 

Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation,  la  relation  cherchée  s'obtiendra 
en  éliminant /?  entre  l'équation  intégrale  et  l'équation  r^f{^}P)* 

527  à  529.  L'équation 

peut  être  satisfaite  :  i^  par 

r=Cx-+-f(C); 
1*  en  éliminant  p  entre 

x-\-^\p)  =  o    et   jr=zpx-}r^[p)^ 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

suite    des    équations   du    premier    ordre. 

530.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  admet 

UNE  intégrale. 

531.  Il  existe  un  facteur  propre  a  rendre  différentielle 

EXACTE  LE  PREMIER  MEMRRE  D*UNE  ÉQUATION  DU  PREMIER  ORDRE.  — 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  v  et  l'intégrale  u  de  la  différen- 
tielle totale  p{!Adj:-\-Nd)r)^  u  =  C  sera  l'intégrale  de  Téquatioc 
Mûtr4-Nrfr  =  o. 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre  le  pre- 
mier  membre  de  l'équation  Mrfo:  -h  Nr/y  =  o  une  différentielle  exacte, 

533.  Tout  facteur  V  propre  à  rendre  Hdx  -h  N^  une  différen- 
tielle exacte  est  de  la  forme  f'y(w). 

535.  Si  deux  facteurs  Y  et  v  rendent  différentielle  exacte  Ccx- 
pression  VLdv-^-l^dy,  leur  rapport  égalé  à  une  constante  sera  P in- 
tégrale de  l'équation 

Vidx -\-^df  —  o, 

536.  DÉTERMINATION  DU  FACTEUR  f. 

537.  L'emploi  du  facteur  v  redonne  les  méthodes  précédemment 
exposées  :  ainsi  la  séparation  des  variables  dans  Téquation 

XY£Zr4-X,Y,r(r=o, 

où  X  et  Xf  désignent  des  fonctions  de  j:,  et  Y,  Y,  des  fonctions 

de  j,  revient  à  multiplier  Féquation  proposée  par  le  facteur  ^-^  • 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'équation  homo- 
gène revient  à  multiplier  le  premier  membre  par 


f  = 


Mx-hN^' 


Si  le  premier  membre  de  Téquation  homogène  est  déjà  une  diffé- 
rentielle exacte,  Tintégrale  sera 

Mx  -h  N/  =  c. 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIÈBE8  DES  fiQUATIOlfS  À  DEUX  TABIAILES. 

538  à  S40.  Ck)MjiENT  les  solutions  singulières  des  équations 

A  DEUX  variables  SE  DÉDUISENT  DE  L'INTÉGBALE  GÉNÂBALB. 

541.  Solutions  singulièbbs  déduites  du  facteub  qui  rend  inté- 
gbable  le  pbemieb  membre  de  l'équation.  ^  L'équation 

contient  toutes  ces  solations. 
542  à  546.  Exemples  de  solutions  singulières. 

547.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la  tangente  TS 
comprise  entre  les  deux  axes  soit  égale  à  une  longueur  constante  a. 

Cette  courbe  est  l*épicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler  un  cercle 
dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  solution  singulière  représente  l'enveloppe  des  courbes 

DONNÉES  PAR  L^llfTÉGRALE  GÉNÉRALE. 


QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D*UN  ORDRE  QUELCONQUE. 

549  et  550.  Toute  équation  différentielle  admet  une  inté- 
grale. 

551.  Toute  équation 

qui  satisfait  à  l'équation  difflSrentieUe  donnée  et  qui  renferme  m 

constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner, 

dy 
pour  X  =  a^  des  valeurs  arbitraires  b^  ^', .  •  • ,  ^^"""^^  ^ />  r^  '  '  *  *  • 

.    _^  >  est  identique  à  Pintégrale  générale, 
552  à  554.  Condhions  que  doit  remplir  une  fonction  pour 

ÊTRE   l'intégrale  d'UNE  ÉQUATION  DU  mf^^  ORDRE. 

555  et  556.  Intégrales  des  divers  ordres  d*unb  équation  dif- 
férentielle. —  Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

F[x,  y,  c,  c',  c*, . . . ,  c(*^»)3  =  o. 
Stvrm.  —  jén,^  II.  26 
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En  éliminant,  tour  à  tour,  chacune  des  ///  constantes  c,  c',..., 
c("*-|)^  on  obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre  dont 
chacune  contient  seulement  m-^i  constantes.  Ces  équations  sont 
dites  des  intégrales  de  l'ordre  m  —- 1. 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes  on  aura 

— ■  équations  différentielles  du  deuxième  ordre  contenant 

chacune  m  —  a  constantes,  et  qu'on  nomme  intégrales  de  l'ordre 
m  —  2. 

557.  On  pourra  de  même  parvenir  à  des  intégrales  de  Tordre 
m  —  3,  de  Tordre  /^t  —  4,  etc.  Si  Ton  élimine  toutes  les  constantes 
moins  une ,  on  aura  m  équations  différentielles  de  Tordre  m  —  i 
qui  seront  des  intégrales  du  premier  ordre, 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre,  résolues  par  rapport  aux 
constantes,  donnent  m  équations  de  la  forme 


c  =  u; 


on  aura 


Cette  équation  doit  ôtre  identique. 

d'^Y 

559.  ImicRATiON  de  l'équation  --j^m  =  c  —  Si  Ton  désigne  par 

jçdj^  Tintégrale  1  dx  Idx. . .  ji^dx  qui  résulte  de  n  intégrations 
successives  par  rapport  à  a>>  on  aura 


-/• 


çdx'^^cx^^  4-  c'x^*-h. .  .4-  c<"^'^ 


560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur  de  y  peut  s'ex- 
primer par  la  formule 


(çdxf= î Taf*-^  fwîx  — In  — i)j*-^  \Qxdx 

561.  Posons  p=f[x)j  nous  aurons 


1.2 


f'flx)djf'= î r  f  fiz){x^zf'dz. 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGEATION   DE   QUELQUES    EQUATIONS  D'uN   ORDRE  SUPÉRIEUR. 
563.  ÉQUATIONS    DE    LA    FORME   f\rnj^^  "5^  )  ~  °'    "~    ^*' 

d'abord  Téquation 

dx^      •'  \dx) 
En  posant  ^  =  />,  on  aura 

/=  lff(x)dx-^c'. 
tt54.  Si  Ton  ne  peut  tirer/)  en  fonction  de  x,  on  aura 


-/, 


S65.  Exemple.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est 
constant  et  égal  à  a.  Cercle. 


866.  Si  Ton  a  l'équation 

\dx^''  dx^)"^' 


en  posant 


on  a 


d'où 


f 


È  =/(/'),    P'-fi^h 


a6. 
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Si  p  ne  peut  pas  s'exprimer  en  ^,  on  aura 
d'^'y  dr^_  Çpdp 


aar-'       ^'      iW-'      J  j[p) 
d'^-'r^  r_dp_^  fpdp 


et  ainsi  de  suite. 


567.    ÉQUATIONS    DE    LA   FOHHE  /(  ^yw"-a  >    "^^  j  =  o.    —    Soil 


•5P^=/Cr).  Onaura 


f/r 
S68.  Exemples. 


d^Y 
X=^  k  sinnx  -\-  B  cos/ix. 

jr  =  A<f"-f  Btf-"*. 

2S69.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équations  de  la 
forme 


il  suflat  de  poser  ^s^ï  =  /?• 

570.  Équations  qui  peuvent  s'abaisser  a  un  ordhe  infâribur. 
./      d^y    €/"-^'j  d^y\ 

\''^d^''d^''"'d:^r''' 

d'r 
En  posant  ^zr  =  Pi  on  la  réduit  à 


ff  dp  </"^"/>\ 


qui  n'est  que  de  Tordre  m^n, 
57i. 


/     rfr    d^r  d'^r\ 


u  - 
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On  peut  abaisser  Tordre  d'une  unité  en  prenant  y  pour  variable  in- 
dépendante et  faisant  ^  =  /?. 

Jr72  à  574.  AppUGAtiONS  GéoM^nuQUES. 

573.  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES.  -  Équatiou  différentieUe  homoffène 
par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées  : 

n  le  degré  de  Thomogénéité. 
Faisant 

on  aura  une  équation  diflTérentielle  de  Tordre  ot  —  i. 

576.  Exemple. 

d'^r   ,    I   dy       y 

X 

577.  Toute  équation 

dr    d\r  d'^rX 

homogène  par  rapport  aux  indices  des  différentielles,  si  Ton  pose 
^  =  Pf  deviendra  homogène  par  rapport  à  p,  ^,  £f.,... 

Exemple. 

ePy_ 


'fy  ^r    d\r 


QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

IlfTeGHATION  DBS  ÉQ0ATI0N8  LINfiAIEES  SAlfS  9BC0KD  MUBBB. 

878.  DÉramoN.  -Équations  linéaires,  équatioDS  dans  lesouellea 
la  fonchon  cherchée  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au  premie7degré 
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et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Leur  forme  générale  est 

P,  Q, . . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 

579.  PROPRiÉrés  des  équations  linéaires  privées  de  second 

MEMBRE. 

Si  des  fonctions  particulières  y^^  ^j>--»  /«  satisfont  à  cette  équa- 
tion, la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la  somme  des  produits 
de  ces  fonctions  par  des  constantes  quelconques  c,,  c,,...,  c„  y  sa- 
tisfera également. 

580.  Si  l'on  connaît  m  solutions  particulières  de  l'équation  (VL\ 
on  aura  V  intégrale  générale  en  posant 

pourvu  que  l'on  puisse  déterminer  les  constantes  de  manière  à  don^ 
ner  à  y^  -^  j  •  •  •  j  j^S\  ^^  valeurs  a/bitraires  pour  une  valeur 
quelconque  de  x, 

581.  L'équation  linéaire,  en  posant  j=  e^""',  prend  la  forme 

(ID)       ^^+...H-(ii-  +  Pii^«4-Qii-'  +  ...+  U)  =  o. 

Quand  une  valeur  «  =  r,  indépendante  de  x,  annule  le  polynôme 
a- +  Pu*-* -h  Qtt^» +. .  .-h U  =/{a) 
réquation  (II)  est  satisfaite  par  jr  =  ^^'• 

582.  Équations  unéairbs  à  coefficients  constants.  —  L'équa- 
tion f(u)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes  r,,  r,, . . .,  r..  En 
les  supposant  toutes  différentes,  l'intégrale  générale  sera 

y  =  c^e''t* ■+- r, e''*'  + . . .  +  c^Cm*, 

583  et  584.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  —  Lorsque 
réquation 

/(r)  =  r-  -+-  Pr-^*  +. .  .-h  Tr  H-  U  =  o 
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a  des  racines  imaginaires, 

on  a 

Cj^^'  +  c^tf '■»'=:  (AcosSx-hBsinêx)*?*'. 

S85  à  591.  Cas  des  racines  égales.  —  Lorsque  l'équation 
^.» _^ p^ii.-i  _^  Q^-i-8 ^__  .4- Tr 4-U  =  o 

a  des  racines  égales,  supposons  r,  =  r„  on  aura 

^  =  <r''i '  (c  4- c'a-)  +  c, <f ''»' 4-. . . 4- <?„tf' 
Quand  trois  racines  sont  égales, 

Si  la  racine  r,  était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes 
qui  s*y  rapportent  par 

e^i*{c  -^  e'x  4-  ^ V  4-  c"^ ), 


,r^x 


'''m*. 


QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

IRTÉGRATlOlf  I>V   L'ÉQUATIOlf  LINEAIRE  COMPLÈTE. 

8d2.  RÉDUCTION    DE    L*ÉQUATI0N  COMPLÈTE   A    L'ÉQUATION  PRIVÉE 
DE  SECOND  MEMBRE.  —  Soit 


Posons 


z  étant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que  z,  -7-  > 

H^  j  •  •  •  >  ^«,,a  soient  nulles  pour  a= x,  et  que  Tenait  pour  cette 

môme  valeur 

d^"^  z 

d^z       ^d'^^z   .  rw^dz    ,   „ 
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En  posant  jr  =  u  +  f',  Téquation  (I)  se  réduit  à 

Et,  si  Ton  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  u +  f  sera 
rintégrale  de  Téquation  (I). 

593.  Cas  ou  les  coefficients  de  l'équation  (H)  sont  con- 
stants. —  En  désignant  par  r,,  r,,  r„  . .,  r^  les  racines  de  Téqua- 

tion 

f(r)  =  r"  -h  Pr'"-'  -4-. .  .h-  Tr-h  U  =  o, 

on  aura 


^•'  c, -h  r%-''i*F(a)i3?a 


4- 


•"»'  c,-h  r%-'i*F(a)rfa 


f'{r,) 


^~'L+j[V--F(a)rfal 


e 


/'(O 


504  à  600.  Cas  ou  l'on  connaît  un  certain  nombbe  d'intégrales 
DE  l'équation  privée  DU  SECOND  MEMBRE.  -^  Si  Von  connaît  n  in- 
tégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire  privée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  l'équatiou  complète  à  une  équation  linéaire  élu 
(m  —  /i)'*""  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (I)  d'autant  d'uni  lés 
qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières  de  Téquation  (II),  et  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

7  =  ^,  4-  ^/,  -4-. .  .-t-  (r,  H-  >. 

\  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 
L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 

601  à  607.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  intégrer  l'équation 
linéaire  a  second  membre. 

608.  Propriétés  de  l'équation  du  second  ordre.  —  Quand  on 
connaît  une  intégrale  particulière  /,  de  l'équation 

d^r      r^dr      r. 
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on  a 


-S*'"dx 


609.  La  fonction  jr  et  sa  dérivée  -^  ne  peuvent  pas  être  nulles 
en  même  temps.  La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  /, 

CLX 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  comprennent  une  valeur  de  x 
qui  annule  /. 


QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÉSOLUTION  DBS  ÉQUÀTIOIIS  DIFFÉRENTIELLES  PAR  LES  SÉRIES. 
6J0.  DÉVELOPPEMENT    PAR    LA    SÉRIE   DE   MAGLAURIN.   —    QuRUd 

certaines  dérivées  deviennent  infinies  pour  x  =  o,  la  série  tombe 

en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  convenables  à 

d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  série 

contenant  moins  de  m  constantes  arbitraires  ne  représente  plus 

l'intégrale  générale,  mais  seulement  une  intégrale  particulière. 

Exemple  : 

d^Y  ,     d>'       , 

611  et  612.  MÉTHODE  des  COEFFiaENTS  INDÉTERMINÉS. 

613.  Autre  forme  de  développement.  —  L'équation  linéaire  du 

second  ordre 

d'^r      «  dr      _ 

peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 
614  et  615.  En  posant  f  =  A  +  B(jr  —  a),  on  a 

f     dx  \     Vitdx-^-  I     dx  I     Rdx  I     dx  j     R/dlr-t-..., 

a         Ja  Ja         Ja  Ja         Ja 

suite  indéfinie  dont  chaque  terme  se  déduit  du  précédent  en  le 
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multipliant  par  Rd[r',  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  deux  fois 
entre  les  limites  a  et  x.  Cette  suite  est  convergente  quand  la  fonc- 
tion R  ne  devient  pas  infinie  dans  Tintervalle  où  Ton  fait  varier  x. 

On  traitera  de  la  même  manière  Téquation  -^^  =  R2,  et  Ton 

aura  une  série  oil  chaque  terme  s'obtiendra  en  multipliant  le  pré- 
cédent par  Rd!2f  et  intégrant  m  fois. 

617.  Application  :  équation  du  second  ordre 

S = »*"'• 

à  laquelle  se  réduit  Féquation  dite  de  Riccati 

en  posant 

^  ~  z  dx 

618  à  621.  Intégbation  d*iine  éQUATioN  DiFFÉasimBLLE  A  l'aide 
d'intégbales  définies. 

dW  ^   m  dr  ,      ,  • 

7,  =  A  /     COS  ( ^ v^ cosa)  sin"^*  a rfa, 
7,  =  A'x'-"*  /    cos  (Ax^/acosa  )  sin^^^arfa. 


QUARANTE-NEUVIÈME  LEÇON- 

équations  différentielles  simultanées. 

622.  Ëuhination  d'une  variable  entre  deux  équations  diffé- 
rentielles. 

,/         dr  d'^r        dz  d'z\ 

^''^' 5î- •  •  •  '  s^"' S' •  •  •  '  ;sïj  =  *»• 

„/  dr  d'Y        dz  rf»«\ 
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On  difiérentiera  n  fois  la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde  ; 
on  aura  ainsi  m  +  /i  +  2  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 
d'éliminerparles  moyens  ordinaires  deralgèbre  les /w  -h  «  -4- 1  incon- 

nues /,  -j-7  -~j) •  •  •  î  ^^^«  L'équation  finale  sera,  en  général, 

d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  n-f-;?,  iw  +  ^. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  différentielles 
contenant  une  variable  indépendante  xeXr  fonctions/,  z,u,...  de 
cette  variable,  on  éliminerait  j  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donne- 
rait r  —  I  équations  entre  2,  u,. ...  On  éliminerait  ensuite  z  entre 
ces  r  —  I  équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  difiérentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  des  fonctions 
inconnues. 

624  et  625.  Systèmes  d'équations  du  premier  ordre  équiva- 
lents À  UNE  ou  plusieurs  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

626.  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  équations  simulta- 
nées DU  PREMIER  ORDRE.  —  Trois  équatîons  différentielles  simulta- 
nées et  du  premier  ordre  peuvent  être  remplacées  par  des  équations 

de  la  forme 

dx  _^  dy  _  dz  __  du 

Les  équations  intégrales  doivent  contenir  trois  constantes  arbi- 
traires. 

627.  m  équations  du  premier  ordre  entre  m  +  f  variables,  et  qui 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

dx  ^  dy       dz 

admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes  arbitraires. 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  proposé  par  rap- 
port'à  toutes  les  dérivées,  il  existe  entre  les  variables  un  certain 
nombre  de  relations  algébriques  au  moyen  desquelles  on  peut  faire 
disparaître  les  dérivées  dont  le  système  n'a  pu  fournir  les  valeurs. 
Dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre 
des  fonctions. 

629.  Intégration  des  équations  simultanées  du  premier  ordre. 

-Soit 

dx  ^  dy  ^dz  _  du 
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un  système  d*équations  simultanées.  Les  équations  intégrales  peu- 
vent erre  remplacées  par  le  système 

On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  dex,^,  z,  u  qui  conservent 
des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes 
les  variables. 
On  aura  les  trois  équations  identiques  : 

P^«+Q^4.RÎ^4-V^=o, 
eue  djr  dz  du 

dx  dy  dz  du 

dx  dy  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0  des  variables 
^9  y»  ^i  ^i  sans  constante  arbitraire,  telle,  que  l'on  ait  identi- 
quement 

dx  dy  dz  du 

V équation 

9  =  c 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 

r/x  _  rfr  _  r/z  __  fin 

L*équation 

y  (a,  e,  7)  =  C 

est  aussi  une  intégrale  des  équations  proposées. 
632.  Toute  fonction  0  de  or,  jr,  z,  u  qui  satisfait  à  l'équation 

dx       ^  dy  dz  au 

doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a,  6,  y. 


aNQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITB  DBS   ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 

633  et  634.  Cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'âlembeat, 
635  et  636.  Intégration  de  trois  équations  linéaires. 
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637  et  638.  AimE  méthode.  —  On  ramène  le  cas  général  au  cas 
des  équations  privées  de  second  membre. 

639  et  640.  Méthode  de  Gaucht. 

641.  Remarque  sur  les  équations  simultanées.  —  Soient 

F(^,r,/,  «.  2')  =  o 

deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  lesquelles/'  et 
*'  désignent  -r-^^-jz' 


Les  équations 

dy^'^  df  dx"^  dz^"^  dz'  dx 


d?  dF  du       d¥      ,   d?  dv 

■^'"^dydi^Tz"^d£'Tx^'' 


auront  pour  intégrales  générales 

''^^'dà^^db' 

""-^da^^  db' 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

642  et  643.  Diverses  espèces  d'intégrales.  —  Uno  équation 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  \l  peut  admettre  des  intégrales  où 
entrent  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  {jl.  Une  équation  de  pre- 
mier ordre  n'a  que  des  intégrales  finies  ;  on  distingue  l'intégrale 
générale,  les  intégrales  particulières,  les  intégrales  singulières  et 
les  intégrales  complètes. 

644.  Quand  les  dérivées  partielles  ne  sont  relatives  qu'à  uno 
seule  variable,  il  faut  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  mais  après  l'intégration  remplacer  les  con- 
stantes arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres  variables 
indépendantes. 

645.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équations  où 
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entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux  variables.  Exemple: 

d^u  du.  _^ 

dxdy  dx  '~^' 

-,  du 

En  posant  -j-  =  /?,  on  a 

dp 
646  à  649.  Équations  linéaires  et  du  premier  ordre  a  deux 

VARIABLES  INDÉPENDANTES.  —  Si 

sont  les  intégrales  du  système 


dx  ^  dy  ^  dz 

F  ~  (7  ""  ¥' 
et  si  l'on  pose 

l'intégrale  de  l'équation 

Vp-hQq  =  K 
sera 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire, 

650.  L'intégrale  a  =  7(6)  conviendrait  encore  aux  équations 

651.  Exemples. 

652-654.  Cas  d*un  nombre  quelconque  de  variables  indé* 
pendantes.  —  Uintégrale  générale  d'une  équation  de  la  forme 

est 

ai,  «2, ...,  ctn  étant  des  fonctions  de  l'inconnue  z  et  des  variables  in- 
dépendantes xi^xt^ ...,  Xn,  choisies  de  telle  sorte  que  les  équations 

ai  =  C|,    as  =  Cl,     • . . ,     an  =  Cn 

soient  n  intégrales  distinctes  du  système 

dxi       dx^  dxn       dz 

pT"  pT  p7~  ft' 

6K8.  Exemple. 
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656.   ÉQUATIONS   AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES.    —   L'équatiOD 

Xdjc-hYefy-hZdz  =  o 

ne  peut  donner,  pour  Tune  des  variables  ^,7»  2,  une  valeur  qui  soit 
une  fonction  bien  déterminée  des  deux  autres  que  si  Ton  a  identique- 
ment 

x(——^\-hY(—  —  —)-hz(—'--—)  =0 
\dz        df  )  \dx        dz  I         \df        dx  ) 

657.  Pour  intégrer  Téquation  donnée,  en  regardant,  par  exemple, 
z  comme  fonction  de  x  et  de  j^,  on  commence  par  intégrer  TéquaUon 

X  rfx  -H  Z  ^  =  o, 

en  remplaçant  la  constante  d'intégration  par  une  fonction  arbi- 
traire de  7;  puis  on  détermine  cette  fonction  par  la  condition  que 

dz  Y 

la  valeur  de  -j-y  tirée  de  Tintégrale  obtenue,  soit  égale  à  —  ^; 

rintégrale  définitive  renferme  une  constante  arbitraire. 

658-659.  Quand  Téquation  proposée  donne  pour  z  une  valeur  bien 
définie,  il  existe  au  moins  un  facteur  d'intégrabilité.  —  Exemple. 

660.  Équations  du  second  ordre,  non  linéaires.  —  Le  cas 
de  deux  variables  indépendantes  peut  être  traité  par  une  méthode 
particulière  très  simple.  A  l'équation  proposée 

on  adjoint  une  des  intégrales  du  système 

dx  _^  dy   _  dz  __       — dp  — dq 

'df'W  "  ~dr~df  "  If         3?  *  'df         ~df 
dp         dq        '^  dp       ^  dq       dx      '^  dz        dy       ^  dz 

pour  déterminer  p  et  q,  ce  qui  permet  de  former 

dz^Pdx-^Qdf, 
L'intégrale  de  cette  équation  est  de  la  forme 
(i)  F(x,7,2;,a,  6)  =  o, 

aei  b  étant  deux  constantes. 

661.  L'équation  (i)  est  une  intégrale  complète  de  la  proposée; 
son  intégrale  générale  résulte  de  l'élimination  de  a  entre 

dV 
¥[x,  jr,  2,  <ï,  H^)]  =0,     ^  =  o. 

L'équation  (i)  conduit  aussi  à  une  intégrale  singulière. 

662.  Exemple  : 

mpq  —  z  =  o. 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 

PARTIELLES. 

663.  Surfaces  CYLINDRIQUES. 

y  —  hz-—  *(x  —  ûz), 

^  désignant  une  fonction  quelconque,  est  Téquation  la  plus  géné- 
rale, en  quantités  finies  y  des  surfaces  cylindriques. 

Réciproquement,  toute  surface  dont  Féquation  a  la  forme  pré- 
cédente est  cylindrique. 

66  i.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  cylin- 
driques : 

ap'\-bq  =  \. 

665.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  est 
toujours  parallèle  aux  génératrices. 

666.  Intégrer  Téquation  des  surfaces  cylindriques, 

ûp-\-bq  =  i. 
Solution  :  y  —  bz  =  ^  (x  —  az), 

667  et  668.  Conditions  qui  déterminent  la  forme  particulière  de 
la  fonction  0. 

669.  Surfaces  coniques.  —  Équation  générale,  en  quantités 
fi/lies,  des  surfaces  coniques  : 

z  —  c  \z  —  cj 

670.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  coniques  : 

z  —  c  =  (x  —  a)  p  '\-  (x  —  b)  q, 

671.  Intégrale  de  Téquation  aux  différentielles  partielles: 

z  —  c  \z  —  cj 

La  fonction  arbitraire  4>  sera  déterminée  par  la  condition  que  la 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  tangente  à 
une  surface  donnée. 

67â.  Surfaces  conoïdes.  —  On  appelle  surface  conoïde  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à  un 
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plan  donné,  nommé  plan  directeur,  et  assujettie  à  rencontrer  une 
droite  et  une  courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  et 
pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  on  aura 


<i) 


673.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  conoïdes  : 

pX-^qX=  G. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
contient  la  génératrice  correspondante. 

674.  Surfaces  de  révolution.  —  Les  surf  aces  de  révolution  sont 

celles  que  Ton  obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 

d'une  droite  fixe. 

Soient 

n  h 

X  =-Z,        Y  =  -z 

c    ^     ^       c 
les  équations  de  Taxe,  on  aura 

«j:  4- ^/ -h  rz  =  « (x"-h7»4- 3*) , 
équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de  révolution. 

675.  Équation'  aux  différentielles  partielles  : 

[cy  —  bz)p'^[az  —  cx)q  ~  bx  —  ay, 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales  d*une  sur- 
face de  révolution  rencontrent  Taxe. 

677.  L'intégrale  de  Téqualion  est 

ÛLC -f- ^/ -h  cz  =  *  (jc^+ j'-f- 2*). 

678.  Quand  Taxe  de  révolution  est  Taxe  des  z,  les  équations  so 
réduisent  à 

PX  —  qJo  —  o. 

679.  Des  lignes  de  niveau  et  des  ugnes  de  plus  grande  pente. 
—  Soit  une  surface 

et  supposons  le  plan  des  xx  horizontal.  On  appelle  lignes  de  niveau 
les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  horizontaux.  Une 
ligne  de  niveau  a  pour  équation 

è  — _£. 
dLc"      q 

Stvrii.  —  An,^  U.  27 
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Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau,  en  un  point  M 
de  la  surface,  est  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
mené  à  la  surface  par  ce  point. 

680.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  d'une  surface  une 
courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour  tangente  celle  des  tan- 
gentes à  la  surface,  en  ce  même  point,  qui  fait  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal. 

L'équation  différentielle 

pdjr  =  qdx 

représente  la  projection,  sur  le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes 
de  plus  grande  pente. 

Une  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle  droit  toutes  les 
lignes  de  nii>eau,  et  réciproquement  toute  courbe  qui  Jouit  de  cette 
propriété'  est  une  ligne  de  plws  grande  pente, 

681.  Application  à  Tellipsoïde. 
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SUITE  DBS  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DBS  ÉQUATIONS  AUX 

DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  développables.  —  On  nomme  surfeu:es  deve- 
loppables  celles  qui  étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent 
s*appliquer  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  daplicature. 

Toute  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  cer- 
taine courbe,  nommée  arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Dans, 
le  cône,  Faréte  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point,  et  dans  le 
cylindre  cette  courbe  passe  à  l'infini. 

683  à  686.  Équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les 
surfaces  développables  : 

687.  Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre,  résul- 
tant de  l'élimination  de  la  fonction  m.  Posons 

rf'g_  d^z  _         d^z 

dx^"'''     dxdf'^^'     df*"^' 

Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre  des  surfaoes 

développables  : 

s^—  rt  =  o. 
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688  et  689.  IffrÉGBATION  de  l'équation  aux  DIPPÉfiENnSlXES 
PARTIELLES  DES  SUAFACBS  DÉVELOPPABLES.  —  L'équation 

ne  convient  qu'aux  surfaces  développables. 

690.  Des  surfaces  BiGLÉES.  —  On  nomme  surfaces  réglées  celles 
qui  s'engendrent  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite;  surface 
gauche^  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  développable. 

Soient 

r  =  ^2  4-6, 

les  équations  d'une  droite  :  si  a,  b,  a,  6  sont  des  fonctions  d'une 
même  indéterminée  7,  en  faisant  varier  7  d'une  manière  continue 
la  droite  se  déplacera  successivement  dans  l'espace  et  engendrera 
une  surface  réglée. 

691.  Équation  différentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seule- 
ment deux  fonctions  de  l'indéterminée  7  : 

ap-^bq  =  i, 

692.  En  posant  t  =  <^> 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  fonction 
arbitraire  c 

693.  Posons 

</'g_  d^z    __  d^z  dH 

d^      "'     dj'djr-^'''     S^  =  "''     ^  =  ^  = 

L'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième  ordre  résultera 
de  l'élimination  de  c  entre  cette  équation  et  celle  du  n"*  692. 

694  et  695.  Équation  de  la  gobde  vibrante. 
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COURBURE  DBS   SURFACES. 

696  et  697.  (k)URBURE  d'une  ligne  srruÉE  sur  une  subface 
DONNEE.  —•  Considérons  une  certaine  courbe  passant  par  un  point 
M  l  J?,  r»  «  )  de  la  surface.  Soient  0  l'angle  que  le  rayon  de  courbure  R 

27. 
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de  celte  courbe  au  point  M,  dirigé  suivant  la  droite  MN,  fait  avec 
la  normale  MP  à  la  surface  au  même  point,  a  et  6  les  angles  que  la 
tangente  à  la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe  des  x  et  celui  des  y. 
On  aura 

«__  v/i-i-//'-r-</'cos9 

rcos^ a  -h  is  cosa  cosê  -|-  rcos*6 ' 

698.  Théorème  db  Meunier.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  la  tangente 
à  la  courbe,  multiplié  par  le  cosinus  de  V angle  que  ce  plan  fait  avec 
le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  On  peut  encore  dire  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection  sur 
le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale. 

700.  Courbure  des  sections  normales.  —  Prenons  le  point 
(x,  j^,  z)  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy\e  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point.  En  désignant  par  7  Tangle  que  la 
tangente  fait  avec  Taxe  des  x,  on  a 

T 

P  s::; ; , 

^       rcos  (j/ -r  2Asm<pcod<p -H^sin'y 

On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  sur  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  2 
positifs  si  le  dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

701.  Sections  principales.  --  Les  plans  qui  déterminent  sur  la 
surface  deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  minimum 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sections  faites  par 
ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 

703  à  705. 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une  section  prin^ 
cipale  ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe, 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  perpendicu- 
laires entre  elles  est  constante. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  sections  normales  en  un  point  ont  la 
même  courbure,  on  dit  que  ce  point  est  un  ombilic. 

7G6.  DÉTERMINATION  DES  OMBILICS.  —  On  doit  avoir 

r  s    ^       t 

ce  qui,  en  y  joignant  l'équation  de  la  surface,  détermine  les  coor- 
données d'un  ombilic. 
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707.  Application  au  paraboloïde  elliptique  ; 

É 7-  a^  b 

Il  existe  deux  ombilics  situés  dans  le  plan  /O2, 
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suite  db  la  courburb  des  surfaces. 

708.  Sur  la  surface  dont  tous  les  points  scnt  des  ombilics. 
—  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous  les  points  soient  des 
ombilics, 

709  et  710.  Théorie  de  l'indicatrice.  —  Si  Ton  coupe  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  inâniment  voisin  de  ce 
plan^  la  section  obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du 
deuxième  degré,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ses  dimensions. 

711.  Ijgs  rayons  de  courbure  des  différentes  sections  normales 
faites  au  peint  0  sont  proportionnels  aux  carrés  des  rayons  de  cette 
courbe,  qui  est  nommée  V indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 

712.  Quand  Tintarsection  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  langent,  et  infiniment  voisin,  est  une  hyperbole,  l'indicatrice  se 
compose  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Le  rayon  de  courbure  de 
la  surface  devient'infini  et  change  de  signe  quand  le  plan  sécant,  en 
tournant  autour  de  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptole  com- 
mune aux  deux  hyperboles. 

713.  Conséquences  géométriques.  —  Â  toute  propriété  des  dia- 
mètres d'une  section  conique,  correspond  une  propriété  des  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  les  diamètres  de 
Tindicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  considéré  est  un 
ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  second  ordre  aux  points  où 
le  plan  tangent  est  parallèle  aux  sections  circulaires. 

715.  Cas  ou  l'expression  du  raton  de  courbure  se  présente 

sous  UNE  FORME  ILLUSOIRE. 

716.  définition  DBS  TANGENTES  CONJUGUÉES. 
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Relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux 
tangentes  conjuguées,  quand  on  prend  pour  axes  la  normale  et  les 
intersections  du  plan  tangent  avec  les  pians  principaux  : 


nf/n  = ' 


7i7.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  l* indicatrice, 

La  somme  algébrique  des  rayons  de  courbure  correspondant  à 
deux  tangentes  conjuguées  est  constante. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

7i8  et  719»  Lignes  de  courbure. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une  surface  pour 
lesquels  les  normales  infiniment  voisines  se  rencontrent  consécutive- 
ment. En  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure déterminées  par  l'équation  différentielle 

[(i-+-ç»).-pçO(£)V[{i4-9')r-(i4./.>)0(g) 

-b[pqr-(i-\-p')s]=o 

et  par  l'équation  de  la  surface. 

720.  Propriétés  des  ugnes  de  courbure. 

Les  tangentes  menées  à  deux  lignes  de  courbure  au  point  où  elles 
se  croisent,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  deux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tangentes  aux 
sections  principales. 

721  et  722.  Soient  0  un  point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 

OA  et  OB  les  deux  lignes  de 
courbure,  0'  et  0'  deux 
points  infiniment  voisins  du 
point  0  sur  les  lignes  OA 
et  OB,  les  normales  O'K  et 
O'L  rencontreront  Oz  en 
K  et  L.  OK  et  OL  sont 
les  rayons  de  courbure,  au 
point  0,  des  sections  prin- 
cipales zOx,  zO/. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de  rencontre 
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des  nonnales  soient  les  centres  des  cercles  osculateurs  des  lignes 
de  courbure.  Et  même  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes 
sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des  sec- 
tions principales.  Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes 
de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

724.  Calcul  des  ratons  de  gourrurb  PRiNaPAux  en  un  point 

QUELCONQUE  D*UNB  SURFACE. 


725.  Les  nonnales  d'une  surface,  menées  parles  différents  points 
d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface  développable.  Pour  en 
avoir  Téquation,  il  faut  éliminer  x,  y^  z  entre  l'équation  de  la  sur- 
face, les  équations  d'une  normale  et  l'équation  qui  exprime  que  le 
point  (XyXy  2)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Cette  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

726.  Application  des  théories  précédentes  au  paraboloïdb 
elliptique. 
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CALCUL  DBS  DIFFfiRBNGBS  FINIES.  —   CALCUL  INVERSE 

DBS  DIPPfiRENGBS. 

727.  NonoNs  préuminaires.  —  Soient 

«•1    «„    «,»...,    ««, 


.  •  • 


une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité  variable. 
Si  l'on  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle  qui  la  suit,  on 
obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences  premières  de  ces  valeurs, 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  différences  pre- 
mières, on  obtient  une  suite  de  différences  secondes^ 

On  formera  de  la  même  manière  des  différences  troisièmes^  qua- 
trièmes, etc. 

728.  Uj  p,  z  étant  des  quantités  variables, 

^[u-i-v  —  z)  =  Att-hAp—  A3, 
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c*e8t-à-dire  que  la  différence  d'une  somme  est  égale  à  la  somme 
algébrique  des  différences  de  ses  parties. 

A(//4-fl)  =  Al/,     iiau=  a^u, 
729  et  730.  Expression  de  û"«. 

AU  I        ^{n—    '^  _i_ 

A-Il  =  w,  - nu^^-{ — —  !/._,-.  ..^u, 

1   ■  ^ 

OU,  sons  une  forme  symbolique, 

731.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  en  fonction 
DU  premier  terme  et  de  ses  différences  successives. 

nln  —  i)  ^, 

n  =  u-\-  n^u  H ^ A'a-h. . .  H-A"tt, 

"  i.'i 

et  la  formule  symbolique 

«^  =  (i-HA)('')tt. 

732.  Différences  des  fonctions  entières. 

Les  différences  m*"^  d^une  fonction  entière  du  nfi^  degré  sont 
constantes,  lorsque  la  variable  croù  par  degrés  égaux.  Les  diffé- 
rences suivantes  sont  nulles. 

733  et  734.  Exemples. 

735.  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires  ou 
TRANSCENDANT&ji.  —  La  Variable  croit  par  degrés  égaux. 

i 

1  tt  = ; — : ; ? tt) 

j:(i--i-/f)  (jr-l-  a/i)..  .[ar-h  (/ï  —  ij/ij 

—  nh 

Au  =    —, ; 7 î— î 

x[jc-\-  II)  [X -\-  un ) . .  AJc -\- /m) 


X (X -h à } . . .  {X  -\-  /ià)  Ix -i-  (n  -^  i )  /t \^ 

et  ainsi  de  suite. 
a*  u  =  a", 

A"  «  =  fl*  (  /z*  —  i  )". 

3*      A  sin(<7x4-ft)  =  a8in-û/iC0s(/«:4-^H — -jj 
A  cos(aJ7  4-^)  =  —  a sin  - flA  sin  f  ^ar  -|-^  +  -- J 

A*sin(aJ?4-^)  =  —  48in*  — 8in(rtx-+-6H-flA), 
et  ainsi  de  suite. 
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736.  Calcul  inverse  des  différences.  —  Définitions  et  nota- 
tions. —  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de  déter- 
miner une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence  finie,  ou  lorsqu'on 
a  une  relation  entre  cette  fonction,  quelques-unes  de  ses  différences 
et  la  variable  indépendante. 

La  fonction  F  (or)  dont  la  différence  est  f[x)  se  représente  par 

\'/(j:)  et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences  finies  de/(x).  On  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une 
intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette 
première  solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale 
générale.  Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  il  faut  ajouter 
à  une  intégrale  particulière  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dif- 
férence est  nulle,  ^(x), 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en  question,  si 
Ton  prenait 

tj(4r)  =  Y^sm-^,  cos-jpj, 

^  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

738.  Théorèmes  sur  les  intégrales  aux  différences  finies. 

F(xJ  -  F(x,)  =/(x.)  4./(x,)  H-. .  .H-/(x...), 

739.  740  et  741 .  Intégration  de  quelques  fonctions. 
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suite  du  calcul  inverse  des  différences.  —  formules 

d'interpolation. 

7i2.  Lntégration  des  fonctions  entières. 

Cette  intégration  peut  se  faire  par  la  série  de  Taylor. 
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et,  si  l'on  pose/(x)  =  ***', 

xw<  =  (in  + 0*2*"+ (w  4-1)  «^  2^"^' 


743.  Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  3,  3,  . . . ,  n 
3  a  6  i.a.3 


744.  Évaluation  des  sommes  par  les  intégeales  obdinaires  et 
des  intâcbales  pab  les  sommes. 

s/w=ijr^-(x)rfx-i[/{x)-/(x.)] 

+  l^A[/'(X)-/'(x.)] 

-^A'[/-(X)-/-(x.)  ]+.... 

745.  Intégrale  ordinaire  en  fonction  d'une  intégrale  aux  diffé- 
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rences  finies  : 

jf  V(x)«/x = h  ]fi^  +/(x.)  +y(xo + . . . +-^] 

-■ iA»Lr(X)-/'(x.)] 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  somme  des 
trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j  =  /(x),  et  déterminés  par  des 
ordonnées  équidistantes.  Quant  au  premier  membre,  il  représente 
Faire  de  cette  courbe. 

746.  La  détermination  des  coefGcients  numériques  peut  se  faire 
an  moyen  d'une  fonction  particulière. 

747  et  748.  Formules  d'interpolation.  —  Formule  de  Newton. 
—  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une  fonction  d'une  va- 
riable, connaissant  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent 
à  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  variable.  Ce  pro- 
blème est  indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction 
cherchée.  Soient 

Xg,       JC\y      J7j,  .  •  . }       Xfi 

n  + 1  valeurs  équidistantes  d'une  variable,  et  soit  h  leur  différence 
constante.  Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u,  que  nous  supposerons 
entière  et  du  /i'*'»*  degré  : 

.r  ^  X  f  X        \  A*«o 

M  =  tto  -H  r  ^"o  -+-  T    7  —  I  ) ^- 

n  h  \n        /  I." 


a 


XX 


V         (x  \     A«tto 

\n  ]  1.2.  ../i 


749.  Formule  de  Lagrange.— Supposons  maintenant  que  les  va< 
leurs  données  de  x, 

soient  quelconques  : 

{x  —  X\^{x  —  OTj). . .  {x  —  j:„) 

U  = r  Uq 

( j;o  —  Xx)  ( xo  —  Xj )  . . .  (xo  —  X|, ) 
{'.r  —  Xo)  (x  —  xt)  . . .  (x  —  X;,) 

Ux 


(Xt  —  Xo)(X|  —  x,)...(xi  —  x„) 
(x  —  xo)  (x  —  .r,  )  (x  —  Xn-\  ) 


Un. 


(X;»—  Xo)(Xrt  —  X,;(X;»  —  Xrt_,)       " 
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750  ot  751.  Formules  d'approximatio?ï  pour  les  quadratures, 
RECTIFICATIONS,  cuBATURES.  —  SupposoDS  qu'il  s'agisso  d'évalucr 
l'intégrale 


L 


OU  Taire  de  la  courbe  x  =  f{^)  - 
formule  due  à  Thomas  Simpson. 


aNQUANTE^NEUVIEME  LEÇON. 

TARIâTION  d'une   INTÉGRALE  DÉFINIE. 

752.  But  du  calcul  des  variations.  —  On  considère  une  inté- 
grale définie 


X''-^(''^'Ê'S'-) 


et  il  faut  trouver  pour  f  une  fonction  f  (^)  telle,  que  cette  inté- 
grale ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  si  l'on  rempla- 
çait f  (x)  par  une  fonction  d'une  forme  tant  soit  peu  différente. 

753.  Exemple.  —  Étant  donnés  deux  points  C  et  D,  trouver  une 
courbe  plane  CMD  teile^  que  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
Iç  mouvement  de  cette  courbe  en  tournant  autour  d^un  axe  Ox 
situé  dans  son  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 


/•'»   ds 


il  faut  trouver  une  fonction  de  x,  7  =  f(x),  telle,  que  Tînlégrale 
précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme  de  la 
fonction  f(j?). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles  questions 
diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les  questions  ordinaires 
de  maximum  et  de  minimum. 

755.  DÉFINITIONS  ET  NOTATIONS.  —  Soiont 
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réqnation  d'une  courbe,  et 

réquation  d'une  autre  courbe  qu*on  obtiendrait  en  faisant  varier 
extrêmement  peu  la  fonction  î[x).  Si  Ton  appelle  By  l'accroisse- 
ment de  l'ordonnée  MP  quand  on  passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse restant  la  même, 

^j.=  ^(x)-f(j-), 

est  ce  que  l'on  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en  regardant  / 
comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre  arbitraire  t.  Soit 

on  aura 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois,  x  et  y  y 
quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe  infiniment  voi- 
sine. On  regarde  x  et  j  comme  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante u,  et  d'un  certain  paramètre  t:  soit 

On  suppose  que  pour  /  =  o,  ^  devienne  une  certaine  fonction 
de  X,  f(x),  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque  de  k, 

^"^'  f(«,o)  =/(«),    +(«,o)==f  !/(«)]. 

On  aura 

Si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait  varier  u,  on  aurait 

dx  —  ^r-du.    dY=^  ~r-du, 
du  '^       du 

758.  On  appelle  variation  de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend 
que  des  premières  puissances  des  variations  ^x  et  $x- 

dx  dy   '' 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U  la  variation 
de  ^U  :  on  la  désigne  par  ^'U.  La  variation  de  cette  dernière  est 
appelée  variation  troisième  de  U  et  se  désigne  par  ^'U,  et  ainsi  de 
suite. 

760.  Théorèmes  sur  ia  permutation  des  signes  d  m  S,  I 
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KT  S,  —  La  variation  de  la  différentielle  d'une  fonction  de  x  est 
égale  à  la  différentielle  de  la  variation, 

Sd\]=zdSU. 

761. 

S^d^XJ  =  rf"^"U. 

762.  On  peut  aussi  intervertir  l'ordre  des  signes  9  et  j . 


^  Ç'"ydx=  f''S(Ydx), 


763  à  767.  Yaeution  d*unb  uttégralb  DÉnins.  —  Cas  ou  la 

PONCTION  sous  LE  SIGNE    /  NE  DEPEND  PAS  DBS  LIMITES. 

u=  f'ydx, 

d^ 

-=£■  ■<=^.  ^=f.  «=^' 

-i['-('-s)'-H"-('-s)''+«h:' 

ax        djr 

i  f'ydx  =  rn-  r  ^'  (k^x  -  Kpix)  dx. 

768.  Cas  ou  la  fonchon  V  renferme  deux  fonctions  de  x. 

„      -/         df    dy      dz    d^z\ 

S  f''\dx  =  r'4-  r''(Kft>  -J-  KV)  dx, 
en  posant 

dx"^^     da^^  ^  ' 

£L-W      ^-F      ^-O' 
dz^^'      dp'~'^'      dq'"^' 

dx        dx^ 
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r'  s'obtient  en  ajoutant  à  F  les  termes  qui  résultent  du  changement 
des  quantités  P,  Q,  ^, . . . ,  en  P',  Q',  /?',.... 

769.  Cas  ou  la  fonction  Y  dépend  des  limites  de  l'intégba- 
noN.  —  Il  faut  ajouter  à  la  variation  de  Tint^rale  les  termes  qui 
proviennent  de  la  variation  des  limites. 


SOIXANTIEME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA   VARIATION  d'uNS  INTtGILALE  DfiFINIB.  — 

applications. 

770.  Autre  moyen  d'obtenir  la  variation  d'une  intégrale 

DÉFINIE. 

^  r  ^' Vdlr  =  r  H-  r ''(  H  Jx -h  K^7)  cir, 

H  =  -  K/j. 

771.  Si  Ton  ne  faisait  varier  que/, 


r'  se  déduisant  de  r,  par  la  suppression  des  termes  qui  renfer- 
ment 9x^  et  9x^, 
Si  Ton  faisait  varier  .r  seulement, 

t/a",  t/j-,  Jx^ 

T"  étant  ce  que  devient  r  quand  on  y  fait  ^7;  =  o,  ^7-,  =  o. 
772.  Cas  où  il  entre  dans  la  fonction  Y  une  autre  fonction  z  de  x 
avec  ses  dérivées  p*  et  q'  : 

i  f'''\dx  =  r-h  f'\E9x-hKâx  +  mz)dx, 
H  =  — (K/i-l-Ky). 

773.  SfAXIMUM  et  MINIMUM  d'uNE  INTÉGRALE  DÉFINIE.  ^U  =  O  CSt 

la  condition  du  maximum  ou  du  minimum. 

Si  ^'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  9x  et  9 y 
changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant  infiniment 
petites,  U  sera  un  minimum.  Si  ^'U  reste  négative,  U  sera  un 
maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  si  ^'U 
peut  changer  de  signe. 
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774.  L^équalion  ^U  =-  o  entraîne  les  deux  suivantes 

r  =  o,    K  =  o. 

775.  Conditions  relatives  aux  limites.  —  Dans  le  cas  où  V  ne 

contient  que  x,  y,  p  et  ç,  Téquation  K  =  o  est  du  quatrième  ordre, 

et  l'on  a 

7=f(x,C,C',C',C-'). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires ,  il  faut  avoir 
égard  à  l'équalion  r  =  o.  Plusieurs  cas  : 

1**  Si  Ton  se  donne  les  valeurs  de  x, /,  p,  q  aux  deux  limites, 
réqualion  r  =  o  est  identiquement  satisfaite,  et  on  aura 

;?,  =  f'K»C,  C',C-,C'"), 
j,  =  f(x.,C,C',C',C^), 
/7,  =  f'(x.,C,C',C-,C"). 

1?  Si  Tune  des  six  quantités  x,,  /«,. . .,  reste  arbitraire,  p^  par 
exemple,  l'équation  F  =  o  se  réduit  à  Q^  =  o  ;  on  a  cinq  équations 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  et  la  valeur  de  ^,. 

3**  Si  Ton  a 

on  aura 

En  portant  la  valeur  de  ^/7, ,  tirée  de  cette  équation,  dans  l'équa- 
tion F  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients  de  8x^^  iy^^  ép^^ 
9x^  et  ^/,.  On  aura  dix  équations  pour  déterminer  les  dix  incon- 
nues c,  c,  c,  or,  X.,  7.,  /?.,  x„  /„  /?,. 

776.  Cas  ou  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x,  — 
V  contient  deux  fonctions  j  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 

F  =  o,    K  =  o,    K'  =  o. 

777  à  779.  S'il  existe  entre  ^  et  x  une  relation 

on  aura 

r  =  o,    K-5 K. -T- =  G. 

dz  dy 

780.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  dans  un  plan. 
—  La  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 
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781.  LIGNB  LA  PLUS  COURTS  D'^UN  POINT  À  UNS  COURBE  PLANE.  — 

La  ligne  la  plus  courte  entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite 
normale  à  cette  courbe. 

782.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes.  —  La 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes  est  une  normale 
commune  aux  deux  courbes  proposées 


SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  applications  DU   CALCUL  DES  YARIATIONS. 

783  et  784.  Autre  hanière  de  résoudre  les  problèmes  précé- 
dents. —  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on  opère 
comme  il  a  été  expliqué  au  n*  770. 

785.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points,  dans  l'espace« 
—  Soient  x^^  x^y  ^o  ^^  coordonnées  du  premier,  point,  et  x„  /„  2, 
celles  du  second, 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Détermination  des  conotantes. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée.  —  Soit 

F(*,r,  *)=o 

Inéquation  d'une  surface  courbe;  proposons^nous  de   trouver  la 

ligne  la  plus  courte  ABI6  que  l'on  puisse  tracer  sur  cette  surface 

entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

On  a 

dV  dF 

,dx      dv  jdz  .dy      dy  .dz 

dz  dz 

ce  qui  fait  trois  équations  pour  déterminer  les  deux  fonctions  y  et  z. 
Mais  l'une  des  dernières  équations  est  une  conséquence  de  l'autre 
et  de  l'équation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont  nommées 
lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  tous  leurs  plans  osculateurs 
sont  normaux  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  problème  précé- 

Stubm.  —  An,,  II.  28 
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dent.  Si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données  sur 
la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
quelconques  d'une  surface  peut  n'exister  que  sur  une  portion  d'une 
ligne  géodésique.  Sur  la  sphère,  la  propriété  du  minimum  appar- 
tient seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres  qu'une  demi* 
circonférence. 

790.  Surface  de  révolution  minimum.  —  Étant  donnés,  dans  le 
même  plan,  deux  points  k  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une 
courbe  ÂMB,  située  dans  ce  plan,  et  qui^  en  tournant  autour  de  CD, 
engendre  une  surface  de  révolution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe  des  x  ^^'^  V^^' 
pendiculaire  à  cette  droite ,  on  a 

équation  d'une  chaînette  (574,  ^^), 


SOIXANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

StJITS    DES   applications  DU   CALOOL  DBS  VARIATIONS. 

791  et  792.  Brachistocbronb.  —  Problème.  Étant  donnés  deux 
points  k  et  B,  trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point  pe^ 
sont  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possible.  Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone  on  courbe  de  plus 
vite  descente. 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF,  on  obtient  encore  une  cycloïde  AMB, 
située  dans  un  plan  vertical  qui  coupe  la  courbe  EF  à  angle  droit. 

La  tangente  à  la  cycloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  CD  par  le  point  A. 

794.  Remarques  sur  l'intégration  de  l'équation 

ax       ax 
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V  Si  jr  a'entre  pas  explicitement  dans  Y,  Téquation  se  réduit  à 

qui  n'est  plus  que  du  troisième  ordre. 

a"*  Si  x  n'entre  pas  explicitement  dans  Y,  l'équation  K  =  o  se 
réduira  encore  au  troisième  ordre  en  prenant  jr  pour  variable  in- 
dépendante. 

Z"*  Si  l'on  avait  à  la  fois  M  =  o,  N  =  o,  l'équation  se  ramènerait 
au  deuxième  ordre. 

795.  Problème.  —  Jroiwer  une  courbe  plane  ÂMB  telle,  que 
l'aire  ACBD  comprise  entre  l'arc  AMB,  les  rayons  de  courbure  AG 
et  BD  qui  correspondent  aux  deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la 
portion  de  développée  CD  comprise  entre  tes  centres  de  courbure 
CetD  soit  un  minimum, 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

796.  Maximum  ou  minimum  relatif.  —  n  s'agit  de  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  une  intégrale  dé6nie  /     V^,  avec  la  condition 

qu'une  autre  intégrale  définie  /     \}dx  ait  une  valeur  déterminée  /. 


i 


191.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'intégrale 


Wdx,  avec  la  condition 

Xi 


Jjc^ 


\Jdx=:L 

Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles.  On  doit 
avoir 

8  f'Vdx  =  G,     8  f'udx  =  o. 
En  développant  ces  deux  conditions,  on  a 

r  H-   /        Kdidx  =  G, 

f      L(Oé£r  =  o. 

On  a  les  deux  équations 

r-4-ae  =  o,    K-i-aL  =  o. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  l'on  re« 

28. 
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cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équation  de  plus 


Jxi 


798.  La  recherche  du  maximum  relatif  de  l'intégrale  /  '  V  <ir 
revient  à  chercher  le  maximum  absolu  de  Tintégrale  1  ÇV-^aXT^dx. 

799.  PROBLÂMBS  SUR  LES  IS0PBRIMBTRB8.  —  Étant  donnés  deux 
points  C  et  D  sur  un  plan,  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
même  longueur  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux  points  C  et  D, 
celle  pour  laquelle  l'aire  ABDG  est  un  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

800.  PROBLÂMB.  —  I>e  toutes  les  courbes  isopérimètres  que  l'on 
peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés  A  et  B,  troui^er 
celle  qui,  en  tournant  tmtour  de  Ut  droite  Ox,  engendre  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  surface  de  réw)lution, 

La  chaînette. 

801.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres ^  trous^r 
celle  qui  engendre  le  volume  minimum, 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique. 

802.  PRORLÉMB.  —  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa  révolution 
autour  d'un  axe  {l'axe  des  x)  engendre  la  surface  minimum  qui 
renferme  un  volume  donné. 


Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  Téquation  différentielle  appartient  à  la  courbe 

décrite  par  Tun  des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui 

roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 


TROISIÈME  ET  QUATRIËHE 

LEÇONS  COMPLÉMENTAIRES, 


Par   a.    de    SAINT-GERMAIN. 


TROISIÈME  LEÇON  COMPLÉMENTAIRE. 

PROPRIÉTÉS   DES    SURFACES   COURBES. 

Surfaces  réglées.  —  Lignes  de  striction.  —  Plans  tangents  à  une  surface 
réglée,  gauche  ou  dévéloppable.  —  Lignes  asymptotiques.  —  Contact 
de  deux  surfaces. 


SURFACES  REGLEES. 

32*.  Quand  les  coefficients  qui  figurent  dans  les  deux  équations 
d'une  droite  sont  des  fonctions  déterminées  d'un  paramètre  arbi- 
traire 'k,  la  droite  peut,  en  général,  prendre  une  infinité  de  posi- 
tions dans  Tespace;  elle  ne  peut,  toutefois,  passer  que  par  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  deux  équations  pour  une 
valeur  convenable  de  X;  c'est  dire  que  le  lieu  de  cette  droite  est 
une  surface,  nommée  surface  réglée,  dont  l'équation  s'obtient  en 
éliminant  X  entre  les  équations  de  la  génératrice. 

Lorsque  les  équations  d'une  droite  renferment  deux  ou  trois 
arbitraires,  la  droite  fait  partie  de  systèmes  infiniment  plus  com- 
préhensifs  que  le  précédent  et  auxquels  on  a  donné  les  noms  de 
congruences  ou  faisceaux  et  de  complexes;  on  reconnaît  im- 
médiatement que,  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  il  passe 
un  nombre  fini  de  droites  d'une  congruence,  et  un  nombre  infini 
de  droites  d'un  complexe,  celles-ci  formant  une  surface  conique. 
Nous  voyons  aussi  que  les  droites  dont  les  équations  renferment 
quatre  arbitraires  sont  absolument  quelconques  et  ne  sauraient 
former  un  système  déterminé.  Nous  nous  bornerons  ici  à  consi- 
dérer les  systèmes  de  droites  qui  constituent  les  génératrices  d'une 
surface  réglée  S. 

Nous  prendrons  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  le  lecteur 
pouvant  voir  facilement  dans  quels  cas  cette  restriction  est  inu- 
tile; nous  écrirons  les  équations  d'une  génératrice  G  sous  la  forme 
très  générale 

,,N  x-a  _  j-p  _g  — Y. 

^  ^  a      '^       ù       ~      c     ' 

si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  des  trois  fractions,  on  aura 

(2)  x  =  at-haLy        jr  =  bt  -h  ^,        z^ct-^'^. 


I 

I 


» 
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Les  constantes  a,  b,  c,  a,  p,  y  ^^^  ^^  fonctions  déterminées 
du  paramètre  X;  les  trois  premières  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  directeurs  de  G,  les  trois  autres  sont  les  coordonnées  d*un 
point  P  qui  joue  sur  G  le  rôle  d'origine  des  longueurs  ;  la  distance 

du  point  X,  y  y  z  de  la  droite  au  point  P  est  /  /a*H-^*-i-c' ,  t 
pouvant  être  positif  ou  négatif. 
Dans  des  questions  particulières,  on  pourra  faire 

alors  a,  h^  c  seront  les  cosinus  directeurs  de  G.  D'autres  fois,  on 
fera 

les  équations  de  la  droite  prendront  la  forme 

où  ne  figurent  que  les  quatre  paramètres  qui  doivent  nécessaire- 
ment entrer  dans  les  équations  générales  d'une  droite. 

33*.  Le  lieu  des  parallèles  menées  par  un  point  quelconque  aux 
génératrices  de  S  est  le  cône  directeur  de  la  surface  ;  il  peut  se 
réduire  à  un  plan  ou  à  un  système  de  plans;  dans  tous  les  cas, 
chacune  de  ses  génératrices  rencontre  S  en  un  point  rejeté  à  Fin- 
fini,  puisqu'elle  est  parallèle  à  une  droite  située  sur  S. 

Si  l'on  prend  l'origine  des  coordonnées  pour  sommet  du  cône, 
l'équation  de  ce  cône  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  équa- 
tions 

(3)  -  =  ^=- 

^  abc 


—  • 


Quand  l'équation  de  S  est  algébrique,  l'équation  du  cône  s'en 

déduit  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré. 

Soit,  en  effet,  F(x,7',z)  la  somme  de  ces  termes  :  pour  que  la 

droite  (3)  rencontre  la  surface  réglée  en  un  point  à  l'infini,  il  faut 

qu'on  ait 

F(a,  ô,c)  =  o; 

ie  lieu  de  cette  droite  se  trouve  en  éliminant  ^z,  6,  c  entre  celte 
équation  de  condition,  qui  est  homogène,  et  les  équations  (3);  le 
résultat  de  l'élimination  est 
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LIGNES  DE  STRICTION. 

34*.  Nous  aurons  besoin  de  connaître  l'angle  de  6  avec  une 
génératrice  G'  infiniment  voisine,  la  grandeur  et  la  position  de  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites;  à  cet  effet,  nous 
rappellerons  les  formules  de  Géométrie  analytique  qui  résou- 
draient les  mêmes  problèmes  pour  la  droite  G  et  une  autre 
droite  Gi  définie  par  les  équations 

ai  Oi  Ci 

Désignons  par  Y  Tangle  des  deux  droites  et  posons,  pour 
abréger, 

bci  —  cbi  =  0^,        cai  —  aci  =  "iJi,        abt  —  boi  =  C, . 

on  aura 

sin  V  =  "=========  • 

/(a*-+- ^«-f- c«)  (af -i- 6î -h  cf  ) 

La  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  a  pour  longueur 

es  cosinus  directeurs  sont  -j-  >  -^  »  y  9  et  la  valeur  de  t  qui  déter- 
mine sur  G  la  position  du  point  où  cette  droite  rencontre  la  per- 
pendiculaire commune  est 


Supposons  maintenant  que  Gi  devienne  infiniment  voisine  de  G  : 
a  "  a,  ai  —  a,  ...  pourront  être  remplacés  par  les  différen- 
tielle s  da,  doif  dh^  ^p,  dc^  d-^^  X  deviendra 

b(c-hdc)  —  c(b'i-db)  =  b  de  —  cdb^ 

ill>  et  G  deviendront  cda  —  adc,  adb  —  b  da,  et  les  formules 
générales  se  simplifieront  parce  qu'on  pourra  se  borner  aux  parties 
principales  des  termes  qui  y  figurent.  Il  convient,  d'ailleurs,  de 
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remplacer  da^  rfa,  ...  par  a'<A,  a'<A,  ...,  a\  a',  h\  P',  c',  '\' 
désignant  les  dérivées  de  a,  a,  h^  p,  c,  y  par  rapport  au  para- 
mètre X  dont  elles  dépendent.  Nous  poserons 

A«-4-B«-+-C«  =  H«; 
Tangie  de  G  et  de  G',  qu'on  peut  prendre  pour  son  sinus,  est 

La  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  a  pour  longueur 

u 

A     R     f 
ses  cosinus  directeurs  sont  û'  o'  fîî  ^^  rencontre  G  en  un 

point  qui  tend  vers  une  limite  déterminée  Q,  dont  la  position 
sur  G  est  définie  par  une  valeur  de  t  égale  à  la  limite  de  x,  savoir 

-,       A(cp'— i>Y')-^B(aY'-ca')-4-C(ôa'— ûp') 
T  = ïfi 

35*.  Le  point  limite  Q,  dont  les  coordonnées  sont 

est  le  point  central  de  G;  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  la  droite 
limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  est  le  plan  cen^ 
tral  de  G. 

Le  lieu  des  points  centraux  des  diverses  génératrices  de  S  est 
la  Ugne  de  striction  de  la  surface;  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'elle  soit  tangente  aux  plus  courtes  distances  des  génératrices 
infiniment  voisines  et,  en  général,  elle  coupe  obliquement  les 
génératrices  de  S. 

Considérons  comme  exemple  les  droites  définies  par  les  équa- 
tions 

X  ^p  yjq      ' 

elles  forment  Fun  des  systèmes  de  génératrices  du  paraboloTde 

=  2X. 

P        9 
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Nous  avons 
on  trouve  que  T  se  réduit  à  ~ —  »  et  que  les  coordonnées  d'un 

p-\-q 

point  de  la  ligne  de  striction  sont 

Pour  avoir  les  équations  de  la  ligne  de  striction,  on  élimine  X 
entre  ces  trois  équations,  ce  qui  donne  Téquation  du  paraboloïde 
et  l'équation 

q^X-^p^z  =  o; 

la  ligne  de  striction  est  une  parabole  si  />  ^  g. 

On  aurait  pu  déduire  le  même  résultat  d'une  remarque  très 
simple  :  quand  toutes  les  génératrices  d'une  surface  réglée  sont 
parallèles  à  un  plan  directeur  P,  leurs  plus  courtes  distances  sont 
perpendiculaires  à  P  ;  la  projection  de  la  ligne  de  striction  sur  P 
doit  être  l'enveloppe  des  projections  des  génératrices;  la  ligne  de 
striction  est  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un  cylindre  : 
c'est  donc  une  parabole  si  jd  ^  g  ;  quand  jp  =  9,  c'est  une  droite. 

PLANS  TANGENTS  AUX  SURFACES  RÉGLÉES,  GAUCHES 

OU  DÉVELOPPARLES. 

36*.  En  général,  l'angle  «p  et  la  plus  courte  distance  S  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  sont  du  môme  ordre  de  grandeur 
que  la  variation  éCk  que  subit  X  quand  on  passe  d'une  génératrice 

à  l'autre;  mais  le  rapport  -  7  que  nous  désignerons  par  p,  est  fini. 

Lorsque  ^  est  infiniment  petit  par  rapport  à  <A,  les  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  parallèles;  si  le 
même  fait  se  présente  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  la  surface  est 
cylindrique.  On  peut  l'établir  par  le  calcul  :  pour  que  (p  soit  infi- 
niment plus  petit  que  <A,  il  faut  que  le  numérateur  H  de  sa  partie 
principale  (  34*  )  soit  nul  ;  cela  exige  A  =  B  =  C  =  o,  et  l'on  en 
conclut  immédiatement 

abc  fiQ  ba  Ca 
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flof  ^oi  co  étant  les  valeurs  de  a,  b^  c  pour  une  certaine  valeur 
de  X;  les  cosinus  directeurs  de  6,  proportionnels  à  des  con- 
stantes, sont  constants. 

Quand  8  est  infiniment  plus  petit  que  cfX,  les  deux  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  se  rencontrant,  et, 
si  cela  arrive  quel  que  soit  X,  la  surface  S  est  développable.  Pour 
nous  en  rendre  compte  analytiquement,  remarquons  que  le  coefG- 
cient  de  cCk  dans  8  (34*)  doit  être  nul  : 

(ï)  Aa'-4-Bp'-hCY'  =  o. 

D'ailleurs,  le  point  P(ai  p)  y)  P^^^  ^^re  choisi  comme  on  veut  sur 
G:  je  le  fais  coïncider  constamment  avec  le  point  central;  T  est 
alors  constamment  nul,  et  l'on  a 

(2)         (6C  — cB)a'-f-(cA  — ûC)P'-+-(aB  — ôA)y'=o. 

Les  équations  (i)  et  (2)  permettent  de  trouver  des  quantités 
proportionnelles  à  a',  P',  y'  : 

^ p; 

a(B«-+-C*)  — A(^B-+-cC)  ""  ^(C«-+-A«)  — B(Cc-+-Aa) 

= ï^ ^. 

c(A*H-B»)— C(Aa-f-B6) 

Or  on  a  identiquement 

aA-4-ôB-t-cC  =  0; 

si  l'on  transforme,  au  moyen  de  cette  identité,  les  parties  sous- 
tractives  des  dénominateurs,  on  trouve 


H»a       H»^       H*c 

Les  équations  de  la  droite  G  peuvent  donc  s'écrire 

X —  «__  X  —  p  ^  z  —  Y. 
"V~  ""      p'      "^  ""?"' 

c'est  dire  que  cette  droite  est  une  tangente  à  la  ligne  de  stric- 
tion ;  la  surface  S  qu'elle  engendre  est  donc  développable.  Notro 
calcul  suppose,  il  est  vrai,  a',  P',  y'  différents  de  zéro  ;  si  ces  déri- 
vées étaient  toujours  nulles,  a,  p,  y  seraient  constants,  et  S  serait 
un  cône,  c'est-à-dire  encore  une  surface  développable. 
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Quand  p  n'est  ni  nul  ni  infini,  deux  génératrices  consécutives 
ne  sont  pas  dans  un  même  plan  et  la  surface  S  est  gauche. 

37*.  Nous  allons  chercher  Téquation  du  plan  tangent  en  un 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  a:  =  «/  -h  a,  ^  =  6^  -+-  p, 
z  =  cr  -f-  Y  )  ^^'^  ®s^  ^^  1^  forme 

(3)    P(X  —  ûf  —  a)  H-  Q( Y  —  i/  —  P)  -f-  R(Z  —  ^?/  —  Y)  =  o- 

Considérons  une  ligne  quelconque  située  sur  S  et  passant  par  M  ; 
les  cosinus  directeurs  de  sa  tangente  sont  proportionnels  aux 
valeurs  de  cLc^  djr  ei  dz  qui  correspondent  à  un  déplacement  sur 
la  courbe  à  partir  du  point  M,  savoir 


(«'/-h 

a')rfX 

-^adt^ 

(b't-h 

P')rfX 

•^bdt, 

(c'/-h 

t')^ 

-\~cdi. 

Pour  que  la  tangente  soit  située  dans  le  plan  (3),  il  faut  qu'on 
ait 

?[(«'/  H-  a') dk-hadt]-^  Q[(6'r-4-  P') rfX  -t-  bdt] 

'hR[(c^t'hY)dk'^cdt]  =  o; 

le  rapport  de  clk  k  dt  peut  être  .quelconque,  et  l'égalité  ne  peut 
avoir  lieu  identiquement  >que  si  le  coefficient  de  chacune  des  dif- 
férentielles est  nul  séparément;  on  a  ainsi  deux  équations  de  con- 
dition d'où  l'on  tire  des  quantités  proportionnelles  à  P,  Q,  R;  il 
suffit  de  les  substituer  dans  l'équation  (3)  pour  avoir  celle  du 
plan  tangent  en  M  : 

(A<-+-^Y'-^P')(X  — a)-+-(Br-f-ca'— aY')(Y-p) 

-+-(Cr-hap'— fta')(Z  — y)  =  o. 

Cette  équation  contient  t,  et  le  plan  tangent  ne  doit  pas  être  le 
môme,  en  général,  aux  divers  points  d'une  génératrice  G.  Pour 
étudier  la  loi  de  sa  variation,  faisons  coïncider  l'axe  des  a:  avec 
G  :  sur  cette  droite,  6,  c,  p,  y  sont  nuls;  A,  B,  C  se  réduisent 
à  o,  — a(/^  ah'\  on  peut  faire  a  =  o,  a  =  i;  t  est  alors  égal  à 
l'abscisse  x  du  point  de  contact,  et  l'équation  du  plan  tangent  en 
un  point  de  G  devient 

(4)  {c'x  -H  y')Y  -  {b'x  -4-  p')Z  =  o. 

Cette  équation  peut  encore  être  simplifiée;  mais,  sous  sa  forme 
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actuelle,  elle  permet  de  faire  une  remarque  importante.  Imagi- 
nons une  surface  réglée  Si  ayant  aussi  pour  génératrice  G  :  le  plan 
tangent  à  Si  en  un  point  de  G  aura  une  équation  de  la  forme 

les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  les  deux  plans  tangents  coïn- 
cident sont  données  par  une  équation  du  second  degré;  on  en 
déduit  ce  théorème  : 

Deux  surfaces  réglées  qui  ont  une  génératrice  commune  ont 
même  plan  tangent  en  deux  points  de  cette  génératrice;  si  leurs 
plans  tangents  coïncident  en  plus  de  deux  points,  ils  coïncideront 
tout  le  long  de  la  génératrice. 

La  dernière  proposition  est  souvent  mise  à  profit  pour  con- 
struire le  plan  tangent  à  une  surtace  réglée  quelconque  S  :  si  Ton 
connaît  le  plan  tangent  en  trois  points  d'une  génératrice  G,  on 
pourra  déterminer  un  paraboloïde  qui  passe  par  G  et  qui  admette 
les  trois  plans  tangents  considérés;  en  tout  autre  point  de  G,  le 
plan  tangent  à  S  coïncide  avec  celui  du  paraboloïde  qu'on  sait 
construire  :  le  paraboloïde  est  dit  paraboloïde  de  raccordement. 

38*.  Revenons  à  l'équation  (4)  et  supposons  que  nous  fas- 
sions coïncider  l'origine  des  coordonnées  avec  le  point  central, 
l'axe  des  x  ^vec  la  limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et 
à  G'  :  C  doit  s'annuler  comme  A,  et  aussi  T;  on  voit  qu'il  en 
résulte  A'=  y'  =  o;  <p  se  réduit  à  c'eA,  8  à  P'^/X,  l'équation  (4) 
devient 

Z=|j:Y=-y. 

S  p 

Le  plan  tangent  au  point  central  coïncide  avec  le  plan  central  ; 
à  partir  de  ce  point  il  tourne  d'un  angle  dont  la  tangente  est  pro- 
portionnelle à  l'abscisse  du  point  de  contact;  le  rapport  de  pro- 
portionnalité p  s'appelle  paramètre  de  distribution,  A  l'infini,  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  central;  il  est  parallèle 
à  G',  ou,  si  l'on  veut,  au  plan  qui  touche  le  cône  directeur  tout  le 
long  de  la  génératrice  parallèle  à  G. 

Quand  p  est  infini,  comme  cela  arrive  sur  un  cylindre,  le  plan 
tangent  reste  confondu  avec  le  plan  central,  sauf  à  l'infini  où  il 
est  indéterminé.  S\p  est  nul,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  central  en  tous  les  points  de  G,  sauf  au  point  centrai,  où 
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il  est  indéterminé.  En  somme,  le  plan  tangent  à  une  surface  déve- 
loppable  reste  le  môme  tout  le  long  de  chacune  de  ses  généra- 
trices. 

Le  plan  tangent  en  tous  les  points  d'une  droite  D  située  sur 
une  surface  ne  varie  suivant  la  loi  qui  vient  d'être  établie  que 
si  D  fait  partie  d'un  système  de  droites  tracées  sur  la  surface;  il 
est  clair,  par  exemple,  qu'on  peut  imaginer  un  conoïde  dont  les 
plans  tangents  aux  divers  points  de  son  axe  varieront  suivant 
une  loi  parfaitement  arbitraire. 


LIGNES  ASTMPTOTIQUES. 

39*.  On  appelle  ligne  asymptotique  une  ligne  tracée  sur  une 
surface  S,  de  telle  sorte  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tan- 
gente à  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  de  S  relative  au 
même  point.  Il  existe,  en  général,  deux  systèmes  de  lignes 
asymptotiques  sur  une  surface  quelconque,  du  moins  sur  la 
partie  de  cette  surface  où,  les  courbures  principales  étant  de 
sens  contraires,  les  indicatrices  sont  hyperboliques  et  ont  des 
asymptotes  réelles. 

Le  plan  qui  passe  par  la  normale  à  S  en  un  point  M  et  par  une 
des  asymptotes  MA  de  l'indicatrice  détermine  dans  la  surface  une 
section  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  infini  ;  soit  donc  M' 
un  point  de  cette  section  infiniment  voisin  de  M;  la  distance  du 
point  M'  à  MA  et,  par  suite,  au  plan  tangent  en  M,  est,  à  moins 

d'infiniment  petits  de  l'ordre  do  MM'  ,  égale  à  MM'  divisé  par  le 
double  du  rayon  de  courbure  en  M  (  4*  )  ;  cette  distance  est  donc 
d'ordre  supérieur  au  second,  MM'  étant  du  premier  ordre  infini- 
tésimal. Gela  posé,  rapportons  la  surface  à  un  système  d'axes 
coordonnés  qui  ne  sont  pas  nécessairement  rectangulaires  :  soient 
.r,  j,  z  les  coordonnées  du  point  M;  celles  du  point  Miseront,  en 
employant  les  notations  ordinaires,  de  la  forme 

(i)    x-4-^,    J-+-*,     3-+-p/^ -l-çA:4-  -  (r/i«-4-2j//A:-t-/A«)-h..., 

h  et  k  étant  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Pour  que  la 
distance  de  ce  point  au  plan  tangent  en  M,  défini  par  l'équation 

soit  d'ordre  supérieur  au  second,  il  faut  que,  en  remplaçant  dans 
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réquation  (a)  X,  Y,  Z  par  les  expressions  (i),  les  termes  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  disparaissent;  les  termes  du  premier 
ordre  se  détruisent,  et  Ton  aura,  pour  la  somme  des  termes  du 
second  ordre, 

(3)  —  i(r^«-+-ajAA-+-/A*)  =  o. 

Considérons  maintenant  la  ligne  asymptotique  qui  est  tangente  à 

MA  :  elle  est  aussi  tangente  à  la  section  normale  considérée,  et, 

si  Ton  appelle  dx^  d/y  dz  les  différentielles  correspondant  à  un 

h         k 
déplacement  sur  la  ligne  asymptotique,  on  aura  '^  =  -y-»  la 

relation  (4)  donnera  donc 

(5)  rdx^'\'%sdxdjr-\-tdf^^o, 

I^s  dérivées  partielles  r,  Sy  t  peuvent  être  regardées  comme  des 
fonctions  connues  de  x  et  de  j^;  l'équation  (5),  qui  a  lieu  pour 
un  point  quelconque  d'une  ligne  asymptotique,  constitue  une 
équation  différentielle  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan 

des  arjr.  Cette  équation  est  du  second  degré  par  rapport  à  •£■; 

donc,  par  chaque  point  du  plan  des  xy-j  il  passe  deux  lignes  qui 
sont  les  projections  de  deux  asymptotiques  appartenant  aux  deux 

systèmes  que  j'ai  signalés.  En  général,  les  deux  valeurs  de  -^ 

tirées  de  l'équation  (5)  contiennent  un  môme  radical;  il  en  résulte 

que  les  projections  des  deux  systèmes  d'asymptotiques  forment 

deux  branches  d'une  même  famille  de  courbes  :  il  n'en  est  plus 

dr 
ainsi  quand  l'équation  (5)  donne  pour  gz  ^^^^  valeurs  ration 

nelles  par  rapport  à  x  et  à  j. 

40*.  Le  plan  tangent  en  M  est  osculateur  à  chacune  des  asym- 
ptotiques qui  y  passent. 

Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axes  des  x  et  des  j  les  tan- 
gentes à  l'indicatrice  en  M,  pour  axe  des  z  la  normale  à  S  au 
même  point.  L'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peut 
se  développer  suivant  les  puissances  de  x  et  ^,  en  une  série  ne 
contenant  ni  terme  constant  ni  termes  du  premier  degré,  et  de  la 
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forme 

(6)    :    \ 

g  (ex» -4-  3/x«j  -h  3^x/*-4-  ///»  ) 

Quand  x  ou  /  s'annule,  z  ne  doit  contenir  que  des  termes  du 
troisième  ordre,  au  moins,  par  rapport  à  x  et  j^  :  il  faut  que  a 
et  c  soient  nuls.  L'équation  qui  détermine  les  projections  des 
lignes  asymptotiques  de  S  peut  s'écrire 

...      J  (<îXH-^H-...)rf**-Ha(^H-/r^-^r-<-.-)^-^fl(r 

j      '  -h(^x-+-/ij--i-...)<(r*  =  o. 

Considérons,  d'autre  part,  l'asymplotique  tangente  à  MX  :  \y 
d'un  de  ses  points  peut  se  développer  suivant  les  puissances  en- 
tières de  l'abscisse  x,  soit 

(7)     jr=:Xx«-h}ix'-4-...,       d'où       £(^  =  (aXx-f-3fJix»-+-...)rfx, 

Si  l'on  remplace  y  ^\,  dy  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (5  his)^ 
on  peut  diviser  tous  les  termes  par  xdx*,  et  il  reste 

e-i-4^X-h  (5/X-4-6fc{i.)x-h.,  .=  o; 

les  termes  non  écrits  renferment  au  moins  x*.  L'équation  précé. 
dente  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  x,  puisque,  par  hypothèse, 
l'équation  (7)  est  une  des  équations  de  l'asymptotique  :  si  l'on 
annule  le  terme  indépendant  de  x  et  le  terme  en  x,  on  trouve 

les  équations  de  l'asymptotique  sont  donc,  en  négligeant  les  termes 
enx*, 

r  =—  -— r  X*  H '-r-  X»,  Z  =. X». 

•^  46  246»     '  4 

On  reconnaît  que  le  plan  osculateur  à  l'origine  est  précisément  le 
plan  des  ay\  quant  au  rayon  de  courbure  de  l'asymptotique  en 

X» 

ce  point,  il  est  égal  à  la  limite  de  —  pour  x  s=  o,  c'est-à-dire  à 

la  valeur  absolue  de  —  qui  est,  en  général,  finie;  le  théorème 

de  Meunier  donnerait  pour  ce  rayon  une  expression  de  forme 

Stcmm.  "  An.^  II.  29 
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indétermmée,  ce  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  résultat 
obtenu  directement. 

41*.  Quand  une  droite  est  tout  entière  sur  une  surface,  elle 
constitue  Tune  des  lignes  asymptotiques  qui  doivent  passer  par 
chacun  de  ses  points.  S'il  s'agit  d'une  surface  développable,  on  a 
pour  tous  ses  points  j*—  r/  =  o  (687);  il  en  résulte  que  l'équa- 

dr 

tion  (5)  (39*)  donne  toujours  pour  ^  deux  valeurs  égales;  donc. 

en  chaque  point  d'une  surface  développable,  les  deux  lignes  asym- 
ptotiques se  confondent;  ces  lignes  forment  un  système  unique, 
qui  est  celui  des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

II  est  encore  facile  de  déterminer  d'une  manière  générale  les 
asymptotiques  d'un  conoîde.  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite 
directrice  du  conoîde  et  pour  plan  des  xy  le  plan  directeur,  l'équa- 
tion de  la  surface  est  de  la  forme 

on  en  tire,  en  différentiant  deux  fois, 

'=-5»'(î)-ât'(î)' 

L'équation  différentielle  des  projections  des  asymptotiques  devient 

-h  (/*  dx'^ —  %xy  dxdjr  -k-x^  dy^)  <p'  (  —  )  =  o. 

Cette  équation  se  dédouble,  puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la 
forme 

\jdx  -  xdjr]  Ux dx  ?'  (^)  -^ (Xdx  —  xi(r)(p'  ^^  j  J  =  o. 

Si  l'on  égale  le  premier  facteur  à  zéro,  on  en  tire^  =  Cx;  cette 
équation  représente  une  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
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du  conoïde,  qui  forment  un  premier  système  d'asymptotiques. 
Pour  avoir  le  second  système,  j'égale  le  dernier  facteur  à  zéro  : 


en  divisant  par  x*  <p'  (  -  j  >  on  trouve 


xdr — rdx 

X*  *   V  X  y  dx 


<i) 


—  a  • —  =0. 

X 


On  a  en  évidence  des  différentielles  de  logarithmes  :  intégrant  et 
passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  trouve 


,'(f)  =  Cx., 


C  étant  une  constante  arbitraire;  quand  on  la  fait  varier,  l'équa- 
tion représente  les  projections  de  toutes  les  asymptotiques  du 
second  système. 

4â^.  n  est  souvent  avantageux  de  déterminer  les  lignes  asym- 
ptotiques autrement  que  par  leurs  projections  :  sans  parler  des 
solutions  géométriques  que  peut*  fournir  la  considération  des 
rayons  de  courbure  principaux,  j'envisagerai  le  cas  où  les  coor- 
données X,  Xi  2  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S  sont  ex- 
primées en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  p.  Les  coordonnées* 
d'un  point  de  M'  voisin  de  M  seront 

dx  j        dx  y 
X  -H  -y-  a«  H — r  «  <* 
du  dv 

ï/<i»x--  d^x  j    ,        d^x  j  ^\ 

-h  -  (  -7-r  aa*-^  a   ,    ,  dudv  h-  -y-^  d(A  )  4- . . . 
2  \  att*  du  dv  dv^        ] 

et  deux  autres  expressions  analogues.  L'équation  du  plan  tangent 
en  M  est  de  la  forme 

A(X-x)-^B(Y-7)-hC(Z-3)=o; 

quand  du  et  dv  sont  infiniment  petits ,  la  distance  d'un  point  te 
que  M'  à  ce  plan  doit  être  du  second  ordre,  quels  que  soient  du 
îXdv\  il  faut  que  l'on  ait 
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Si  le  point  M'  est  sur  une  asymptotique  passant  par  le  point  M, 
la  distance  doit  devenir  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  ce 
qui  donne  la  condition 

dx    d!^x 
Les  dérivées  -j-  >  -j—^  >  •  •  •  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  « 

et  de  Q\  il  suffit  d'éliminer  A,  B,  C  entre  les  équations  (8)  et  (9) 
pour  former  une  équation  différentielle  dont  Fintégration  donnera 
entre  u  et  p  une  relation  qui  sera,  sur  la  surface,  Téquation  des 
lignes  asymptotiques. 


CONTACT  DB  DEUX  SURFACES. 

43*.  Soient  M  un  point  commun  à  deux  surfaces  U  et  Y,  et  M 
un  point  situé  sur  U  à  une  distance  infiniment  petite  du  premier 
ordre  de  M  :  si,  par  le  point  M' nous  menons  diverses  droites  as- 
sujetties à  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  de  très  petits  angles 
avec  le  plan  qui  touche  V  au  point  M,  ces  droites  rencontreront 
Respectivement  la  surface  V  en  des  points  M",  Mi ,  ...  infiniment 
voisins  de  M';  je  dis  que  les  segments  M' M",  M'M\,  ...  sont  du 
même  ordre  de  grandeur.  Considérons  le  triangle  M'M'Mi,  par 

exemple  :  il  donne 

W}\'  __  sinM^M^tM". 

M'Ai",  ""  sinM'M'MI  ' 

le  second  rapport  est  fini  parce  que  la  droite  M'M*!,  qui  fait  un 
très  petit  angle  avec  le  plan  tangent  à  Y  au  point  M,  fait  avec  M"  M' 
et  M*|M'  des  angles  dont  le  sinus  n'est  pas  très  petit;  M' M" 
et  M'M*|  ont  donc  entre  eux  un  rapport  fini. 

n  y  a  plus  :  Tordre  de  grandeur  des  segments  M' M"  est,  en 
général,  indépendant  de  l'orientation  de  l'arc  MM'  sur  U.  Pour  le 
démontrer,  rapportons  les  surfaces  à  un  système  d'axes,  tel  que 
Taxe  des  z  ne  soit  parallèle  à  aucun  des  plans  qui  touchent  U  ou  Y 
en  M;  nous  avons,  d'après  ce  qui  a  été  établi,  le  droit  de  prendre 
nos  segments  M' M''  parallèles  à  l'axe  des  2.  Soient 
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les  équations  des  deux  surfaces  ;  x,  ^,  x-\-h,x-*-kl6S  coordon- 
nées des  projections  des  points  M,  M'  sur  le  plan  desx^;  le  seg- 
ment M' M'  est  égal  à  la  différence  des  ordonnées  correspon- 
dantes 


(') 


M'M'=''(3-â) 


•   •  •  • 


Quel  que  soit  le  rapport  de  A:  à  h,  pourvu  que  ces  quantités 
soient  inûniment  petites  du  premier  ordre.  M' M'  sera  d'un  ordre 
déterminé,  /z  +  t  par  exemple,  si  toutes  les  dérivées  partielles 
de  <p  et  de  4/,  jusqu'à  Tordre  n  inclusivement,  sont  égales  chacune 
à  chacune,  et  nous  savons  que  Tordre  de  M' M'  sera  toujours /i-f-i 
quand  mémo  on  changera  la  direction  de  ce  segment.  On  dit  edors 
que  les  surfaces  U  tf /  V  ont  un  contact  de  l'ordre  n  au  point  M. 

Nous  devons   remarquer  que,  dans  le  cas  considéré,  il  y  a 

72+1  valeurs  de  j  >  et,  par  suite,  /i  + 1  directions  de  MM',  pour 

lesquelles  M' M'  devient  de  l'ordre  /i  -f-  a;  cela  résulte  de  ce  que 
l'ensemble  des  termes  de  degré  n  + 1  dans  l'égalité  (i)  peut 
s'écrire 

(/ii-i)!  L^'*^*  ""flS^^î  -+-... -h  /,/*-^-i ^  djn+i  "  dy^^^j] ' 

et  disparaît  pour  /i  -h  i  valeurs  de  t  •  Ainsi  supposons  que  la  sur- 
face U  soit  le  plan  tangent  à  Vau  point  M  :  M'M'  est  généi'&lement 
du  second  ordre,  mais  il  devient  du  troisième  ordre  si  M' est  sur 
une  des  asymptotes  de  Tindicatrice. 

44*.  Une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  U  et  passant 
par  le  point  M  a  un  contact  de  Tordre  n  avec  Y;  il  en  résulte,  19*, 
et  Ton  pourrait  voir  directement  que  les  coordonnées  d'un  point 
tel  que  M'  substituées  dans  l'équation  de  V  donneront  à  son  pre- 
mier membre  une  valeur  infiniment  petite  de  Tordre /i  +  i.  On 
peut  regarder  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  U  comme 
des  fonctions  de  deux  paramètres  indépendants  a  et  p  ;  le  résultat 
de  leur  substitution  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  Y 
lui  fait  prendre  la  forme  F(a,  p).  Soient  a^,  ^oi  So-^^^)  Po+  ^^ 
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les  valeurs  des  paramètres  a  et  p  aux  points  M  et  M'  : 

devra  ôtre  de  Tordre  /i  + 1  par  rapport  à  Aa  et  A^.  Si  Ton  écrit 
que  tous  les  termes  d'ordre  inférieur  disparaissent,  le  nombre  des 
conditions  du  contact  considéré  est 

,              .         (/l-4-l)(/l-4-2)         ^, 
I-4-2-h...-+-(/H-l)=  ^^ — ^  =N. 

On  obtiendrait  pareil  nombre  de  conditions  en  exprimant  que 
^(^iX)  et  <p(jc,  j)  sont  égales,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  n  pre- 
miers ordres  pour  les  coordonnées  du  point  M. 

45*.  Lorsque  U  appartient  à  une  famille  de  surfaces  dont  Téqua- 
tion  renferme  N  paramètres  arbitraires,  on  peut  disposer  de  ces 
paramètres  de  manière  que  U  ait  avec  Y  un  contact  d'ordre  n  en 
un  point  donné;  U  est  alors  osculatrice  à  Y.  Si  le  nombre  des 
paramètres  n'est  que  N  —  i  ou  N  —  a,  on  ne  pourra  obtenir  un 
contact  de  Tordre  n  qu'en  certains  points  particuliers.  Ainsi  pre- 
nons pour  U  la  sphère 

(a)  {x  —  a)»-h(j  —  6)*-h(«  —  c)*—  R»=  o 

qui  dépend  de  quatre  paramètres  :  elle  peut  avoir  en  certains 
points,  avec  une  surface  donnée  Y,  un  contact  du  second  ordre, 
pour  lequel  N  =  6.  Il  suffit  de  différentier  Téquation  (2)  pour 
avoir  les  dérivées  de  z  au  moyen  d'un  système  d'équations  faciles 
à  résoudre;  on  trouve 

x  —  a-^p^z  —  c)=o,        X  --b-^-q^z  —  c)  =  o; 

II -h/?* H-  r{z  —  c)=  o, 
pq^s{z—c)  =  o, 
I  -H  ^*-+-  t{z  —  c)=  0, 

ces  cinq  équations  doivent  être  satisfaites  par  les  valeurs  de  />,  9, 
r,  .r,  t  tirées  de  Téquation  de  Y;  or  les  trois  dernières  ne  sont 
compatibles  que  si  Ton  a 


!-+-/>*      pq       i-+-(y*' 
cette  condition  n'est  satisfaite  qu'aux  ombilics  de  Y;  c'est  en  ces 
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points  seuls  que  la  surface  peut  avoir  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  sphèrCr 

En  général,  le  nombre  de  paramètres  qui  figurent  dans  l'équa- 
tion d'une  famille  de  surfaces  U  n'est  pas  égal  à  un  nombre  tri- 
angulaire tel  que  N,  ni  même  àN  —  lOuàN  —  a:  quand  on  a 
disposé  des  paramètres  de  manière  à  obtenir  avec  V  un  contact 
d*ordre  aussi  élevé  que  possible,  il  reste  plusieurs  paramètres 
indéterminés.  Cette  circonstance  donne  lieu  à  des  questions  inté- 
ressantesi  mais  dont  l'examen  ne  saurait  trouver  place  ici. 


■*»gt^ 
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SÉRIES    DE   LAGRANGE   ET   DE    FOURIER. 


Nombre  de  racines  d'une  équation  comprises  dans  nn  contour  donné. 
Série  de  Lagrange.  —  Problôme  de  Kepler.  -^  Série  de  Fourier, 


NOMBRE  DE  RACINES  d'uNE  ÉQUATION  COMPRISES 
DANS  UN  CONTOUR  DONNÉ. 

46*.  Nous  nous  proposons  d'établir  d'une  manière  générale  une 
formule  donnée  par  Lagrange  pour  développer  en  série  les  fonc- 
tions monodromes  et  continues  d'une  variable  déterminée  par  une 
équation  de  forme  remarquable;  mais,  pour  cela,  nous  commen- 
cerons par  établir  un  lemme  important  par  lui-môme. 

Soit  Y{z)  une  fonction  continue  et  monodrome,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  imaginaire  z  com- 
prises à  l'intérieur  d'un  contour  donné  S  : .  le  nombre  (jl  des 
racines  de  l'équation  F(z)  =  o,  comprises  dans  le  contour  S,  est 


^fW)'^' 


aie  /- 

l'intégrale  étant  prise  tout  le  long  de  S  et,  d'autre  part,  chaque 
racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  de- 
gré de  multiplicité. 

On  sait,  en  effet,  que  l'intégrale  est  égale  au  produit  de  an  ^^ 
par  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  -^f-z  pour  les  pôles  com- 
pris à  l'intérieur  de  S;  or,  ces  pôles  sont  les  affixes  des  racines 
de  F(z)  =  o.  Soit  a  l'une  de  ces  racines  :  on  sait  que  son  degré  n 


(  '  )  Cette  Leçon  pourrait  faire  suite  aux  Chapitres  consacrés  au  théo- 
rème de  Cauchy,  aux  séries  de  Maclaurin  et  de  Laurent  dans  l'Appendice 
sur  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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de  multiplicité  est  entier  et  qu'on  peut  écrire 

F(«)  =  («-a)«<p(«) 

F'(z)  =  (2-û)«-«[/i(p(3)-h(«-a)(p'(«)], 

<p(a)  étant  différent  de  zéro  et  ^'(a)  fini.  Le  résidu  relatif  à  a, 
qui  n  est  autre  que  la  limite  de ,        —  pour  z  =  a,  parce 

que  a  est  un  infini  simple  de  ^pj-é  '  sera  égal  à  /i  ;  on  aura  des 

résultats  analogues  pour  les  autres  points  racines  compris  à  l'in- 
térieur de  S,  et  l'intégrale  considérée  sera  égale  à 

ait  /— i(/i  -t-  /l'-H/i'-f-  . .  .)=  ^'ïH^  /— I, 

ce  qui  démontre  notre  proposition.  Gomme,  d'autre  part,  l'inté- 
grale indéfinie  est  LF(z),  on  voit  que  ce  logarithme  augmente 
de  a(jLic  v/*— I  quand  on  fait  parcourir  au  point  z  le  contour  entier 
dans  le  sens  direct;  réciproquement,  il  suffirait  de  connaître  cet 
accroissement  de  L  F(z)  pour  en  déduire  le  nombre  des  racines 
comprises  dans  le  contour. 

Prenons  pour  F{z)  un  polynôme  de  degré  m,  pour  S  une  cir- 
conférence de  très  grand  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine;  on 
posera 

et,  quand  z  parcourra  la  circonférence,  0  variera  de  o  à  2ir; 

-rrr— ^  dz  86  réduira  sensiblement  k^md^  /— i ,  et  l'intégrale  le 

long  de  la  circonférence  à  a  mit  y^-— i  :  on  en  conclut  qu'une  équa- 
tion de  degré  m  a  m  racines. 

47*.  Pour  arriver  à  la  formule  deLagrange,  considérons  l'équa- 
tion 

(i)  «  — ;  — a/(«)  =  o, 

dans  laquelle  a  et  C  sont  donnés  :  traçons  autour  du  point  Ç  un 
contour  S  à  l'intérieur  duquel  f(z)  eif(z)  soient  continues  et 
monodromes,  et  supposons  le  module  de  a  assez  petit  pour  qu'en 

tous  les  points  de  S  le  module  de    ^j_     soit  <  i .  Je  dis  que  le 

nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  comprises  à  l'intérieur  de  S 
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se  réduit  à  TuDÎté  :  en  effet,  ce  nombre  est  égal  au  quotient  par 
an/—!  de  Faccroissement  que  subit 

(a)         L[î-;-a/(=)]=L[c-Ç]-HL[i+?4^>] 

quand  Taffixe  de  z  parcourt  une  fois  S  dans  le  sens  direct.  Or, 
dans  ce  déplacement  de  2,  l'argument  de  z  —  (  augmente  de  air, 

L(2  —  Ç)  croît  de  27C  /— i  ;  quant  au  dernier  logarithme,  il  est 
de  la  forme  L(i  +  u),  le  module  de  u  restant  <  i;  c'est  une  fonc- 
tion monodrome  qui  reprend  sa  valeur  quand  z  revient  à  son 

point  de  départ.  En  définitive,  le  logarithme  (1  )  croît  de  21c  /^^, 
et  l'équation  (i)  n'a  qu'une  racine  à  l'intérieur  de  S;  cette  racine, 
que  je  désigne  par  zi,  est  une  fonction  bien  déterminée  de  (  et 
de  a;  c'est  celle  qui  se  réduirait  à  (  si  Ton  suppposait  a  =  o. 

ê 

SÉRIE   DE  LAGRANGE. 

48*.  Soit,  en  conservant  les  notations  du  n**  47*,  cp(z)  une 
fonction  continue  et  monodrome  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
comprises  dans  le  contour  S  :  la  formule  de  Lagrange  a  pour  ob- 
jet de  développer  (p(zi)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  a.  Posons,  pour  abréger, 

Nous  avons  l'identité 


Le  premier  membre  n'a,  dans  l'intérieur  de  S,  qu'un  seul  pôle, 
z  =  zi  ;  comme  c'est  un  infini  simple,  le  résidu  correspondant  est 


) 


Gela  posé,  multiplions  tous  les  termes  de  l'identité  (4)  par  dz, 
et  intégrons  chacun  des  produits  tout  le  long  de  la  ligne  S  :  d'après 
le  théorème  de  Cauchy,  l'intégrale  du  premier  membre  est  égale 
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à  iTcÂi;  de  pfas  on  a 

On  a  donc,  en  divisant  par  aie/, 


3; 


r^?^^  =  +ro-f-«|[/(0*(o^ 


JÎ^[/(î)'*4'(0]  +  R«, 


Je  dis  que  R^  est  nul  pour  n  infini  :  en  effet,  soient  /  la  lon- 
gueur de  la  ligne  S,  M  et  M' les  plus  grandes  valeurs  que  prennent 

sur  cette  ligne  les  modules  de  ^^^^J  et  de ^         r,   x  ;  on  aura 

modRa</M'M'»+<; 

or  le  dernier  terme  est  nul  pour  n  infini,  puisque,  par  hypothèse 
M  <  i;  modRn  6t  R,»  ont  donc,  a  fortiori,  zéro  pour  limite. 

Maintenant,  dans  Tégalité  (5),  remplaçons  les  fonctions  ^  par 
leurs  valeurs  (3)  :  le  premier  membre  devient  cp(2i);  dans  le 
second,  nous  grouperons  les  deux  termes  qui  renferment  a  à  une 
même  puissance  et,  pour  éviter  toute  difficulté,  nous  ajouterons 

et  nous  retrancherons  -, r-î  -n^ — AfiX)"^^  ?(?)];  »1  viendra 


?(^i)=?(0-+-«[^/(ï)?(0~/(0?(0] 


pL  =  n4-l 


Le  terme  entre  crochets  dans  le  2  est  égal  à  la  dérivée  {n—if^ 
de/(0'*?'(0;  quant  au  dernier  terme,  il  tend  vers  zéro  pour 
n  infini;  en  effet,  c'est  le  terme  général  du  second  membre  de 
réquation  (5)  dans  laquelle  on  aurait  changé  ^  en  7,  et  ce  second 
membre,  prolongé  indéfiniment,  doit  former  une  série  conver* 
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gente.  Le  second  membre  de  Téquation  (6)  peut  donc  aussi  être 
prolongé  indéfiniment  et  donne  une  série  convergente;  on  a 

?(^i)  =  ?(î;)+«/(C)?'(o-^.-.+ JÎ^/(0'»?'(Oh-.... 

Toile  est  la  série  de  Lagrange;  elle  reste  convergente  tant  que 
a  satisfait  à  la  condition  posée  dès  Tabord,  et  a  pour  somme  une 
fonction  parfaitement  déterminée. 


PROBLÈME   DE   KEPLER. 

49*.  Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence 
de  la  série  de  Lagrange,  considérons  l'équation  de  Kepler 

{i)  z  =  Ç-+-asinz; 

prenons  pour  le  contour  d'intégration  S  dont  nous  nous  sommes 
servis  une  circonférence  décrite  du  point  (  comme  centre  avec  r 
pour  rayon;  un  point  de  ce  contour  a  une  affixe  de  la  forme 


Nous  devons  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  0, 

flt  sin  (  21  -f-  r^^'  ) 
mod ^^-^-j^ ^<ï,        modflt<r:modsin(Ç4-rcO/). 

Il  suffît  que  cette  inégalité  ait  lieu  pour  la  valeur  de  0  qui  rend  le 
module  du  sinus  maximum.  Supposons,  comme  c'est  le  cas  en 
Astronomie,  que  C  soit  réel;  on  a 

sin(îi-hrc^O  =  sin(Ç-hrcos6)cos(r/sinô) 

-h  cos(Ç  -h  r  cos6)  sin(r*  sinO) 

=  isin(Ç-hrcosô)(e'-»i«»04_^rsinO) 
-+-  -cos(C-hrcosO)(e'-»>nô— tf-'-»»»»^)- 
Le  carré  du  module  de  sin(Ç  -i-  re^^)  est  donc 

}.  [glr»loO_|_  <--îr»lnO-_  ^  COSa(Ç  -f-  rCOSO)]. 

4 
Cette  expression  atteint  son  maximum  absolu  m}  pour  0  =  - 
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et  C  —  -  >  valeur  cni'il  est  boa  de  considérer  si  l'on  veut  être  cer- 

2 

tain  de  pouvoir  développer  en  série,  quel  que  soit  (,  les  fonctions 
de  la  racine  3,  qui  se  réduit  à  (  pour  a  =  o.  Quoi  qu'il  en  soit,  le 

maximum  m  est  égal  à  -(^'■-4-ff-''),  et  nous  devons  choisir  *  dfi 
telle  sorte  qu*on  ait 

moda< 


er^e-f 


Maintenant  nous  avons  le  droit  de  prendre  le  rayon  r  de  la  cir- 
conférence auxiliaire  de  manière  que  le  second  membre  soit  aussi 
grand  que  possible  :  ce  sera  un  maximum  parmi  les  minimums 
relatifs  à  0.  La  valeur  de  r  qui  donne  ce  maximum  est  déterminée 
par  l'équation 

elle  est  égale  à  1,19968...  et  donne  0,66274...  pour  la  limite 
que  peut  atteindre  modoc  sans  que  la  série  de  Lagrange  cesse 
d'être  applicable  aux  fonctions  continues  et  uniformes  de  zi . 

SÉRIE  DE  FOURIER. 

50*.  Soit  (0  une  quantité  de  la  forme  pe^';  elle  peut  être  repré- 
sentée par  un  segment  rectiligne  P,  de  longueur  p,  ayant  pour 
origine  un  point  quelconque  et  faisant  Fangle  0  avec  Taxe  des  x. 
Je  dis  que  toute  fonction  u  =  f{z)  qui  admet  pour  période  co,  qui 
est  continue  et  monodrome  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
deux  droites  indéfinies  L,  L' parallèles  à  P,  est  développable  en  une 
série  trigonométrique  dont  les  divers  termes  ont  pour  coefficients 
des  Intégrales  définies. 

Posons  (»  =  tf  ^  :  aux  divers  points  d'une  parallèle  à  P,  les 
valeurs  de  z  sont  de  la  forme  z^-^tiùy  zq  étant  l'une  d'entre  elles 
et  t  un  coefficient  réel  quelconque;  les  valeurs  correspondantes 
de  p  ont  des  modules  égaux,  mais  leurs  arguments  contiennent  la 
quantité  variable  21c/;  c'est  dire  que  les  affixes  de  ç  ont  pour  lieu 
une  circonférence  ayant  son  centre  à  l'origine  ;  si  le  point  z  décrit 
un  segment  égal  à  o),  /  variant  de  o  à  i,  le  point  v  décrira  précisé- 
ment une  circonférence.  Aux  droites  L,  L'  correspondent  deux  cir- 
conférences C,  G',  concentriques  à  l'origine;  à  chaque  valeur  de  z 
prise  dans  la  bande  LL'  répond  une  valeur  de  p  dont  Taffixe  est 
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dans  la  couronne  limitée  par  les  circonférences  C  et  C;  si  z  est 
en  dehors  de  LL',  p  sera  en  dehors  de  la  couronne  CC. 

La  fonction  u,  qui  dépend  de  z,  peut  être  regardée  comme  une 
fonction  <p((^);  je  dis  que  cette  fonction  est  monodrome  pour  les 
valeurs  de  v  comprises  dans  la  couronne  CC  On  voit,  en  effet, 
qu'à  une  valeur  donnée  de  u  correspondent  une  infinité  de  valeurs 
de  z,  mais  que  ces  valeurs  diffèrent  les  unes  des  autres  de  mul- 
tiples de  (o;  or,  par  hypothèse,  /(^-h/Tico)  n'a  qu'une  valeur, 
quel  que  soit  l'entier  m,  tant  que  z  est  compris  dans  la  bande  LL'; 
donc,  à  la  valeur  donnée  de  p  dans  la  couronne  CC,  correspond 
une  seule  valeur  de  u;  <p(p)  est  donc  monodrome  dans  la  môme 
région;  elle  y  est  aussi  continue  au  même  titre  que  f(z)  Test 
entre  les  droites  L  et  L';  donc  9(p)  peut  se  développer  par  la 
formule  de  Laurent  en  une  série  de  la  forme 


?(«')=  2  *"'""'      ^""^ïiij 'P^"^ 


m  =  — •  " 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  circonférence  concentrique  aux 
circonférences  G  et  G'  et  comprise  entre  elles. 

Mais  aux  points  de  cette  circonférence  on  peut  foire  corres- 
pondre des  valeurs  de  z  dont  les  affixes  décriront  une  droite  co 
située  entre  L  et  L';  on  a 

ti-Ks 


dç  = e  ^    dz: 

(0                       ' 

il  on  résulte 

A.m--^jf{t)e       »     dz. 

y 

\z) 

tù 


Pour  éviter  les  confusions,  il  est  convenable  de  remplacer,  dans 
l'intégrale  définie,  z  par  une  autre  variable,  a  par  exemple;  il 

sera  alors  permis  de  faire  entrer  sous  le  signe  /  l'exponentielle 

qui  multiplie  l'intégrale  et  qui  est  une  constante  relativement  à  a  : 
il  viendra 

Si  l'on  réunit  deux  i  deux  les  termes  dans  lesquels  m  a  des 
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valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  si  Ton  met  à  part  le 
terme  correspondant  à  m  =  o,  on  aura 


in=  to 


(.)    /(.)=l//(«)^a-^^2//(a)cos^'""^J-'>rfa. 

Telle  est  la  formule  de  Fourier,  qu'on  peut  mettre  sous  une 
forme  un  peu  différente  en  développant  le  cosinus  de  la  différence 
des  deux  arcs  qui  figurent  dans  chacune  des  intégrales. 

51*.  Supposons  que  ta  soit  réel  et  qu'on  ne  donne  à  z  que  des 
valeurs  réelles  x;  les  intégrales  qui  figurent  dans  l'équation  (i) 
seront  prises  en  faisant  varier  a  depuis  une  valeur  olq  quelconque 
jusqu'à  ao+(o;  si,  de  plus,  on  dédouble  les  cosinus  comme  il 
vient  d'être  dit,  on  pourra  écrire 


«0 

Fourier  a  voulu  appliquer  cette  formule  à  une  fonction  quel- 
conque de  X,  pourvu  qu'elle  fût  finie  et  bien  déterminée,  mais 
sans  l'astreindre  à  être  continue  et  périodique  :  l'analyse  précé- 
dente n'est  plus  applicable,  et  il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  second 
membre  de  l'équation  (2)  ne  peut  représenter  qu'une  fonction 
périodique  de  x;  il  est  nécessaire  de  chercher  ce  qu'il  représente 
effectivement  :  Dirichlet  a  montré  que  c'est  une  fonction  qui  coïn- 
cide avec  /(x)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  oo  et  ao+ co, 
mais  qui,  en  dehors  de  cet  intervalle,  se  reproduit  périodique- 
ment. Je  ne  crois  pas  devoir  traiter  ici  cette  question,  et  je  me 
bornerai  à  citer  un  exemple,  pour  fixer  les  idées  :  soient  /(x)  =  x, 
a>  =  211,  00  =  — 17.  Les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (2) 
sont 

/     xdIx  =  o,  I     xsininxdlx  =  (— 1)"»+*  —  > 


f 


xcosmxdx  =  o; 
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le  second  membre  de  Téquation  devient 


(3) 


F(x)  =  2  1  sinx sin2x+  -sinSx  —  7sin4-r-+-. . .  1 . 


La  ligne  déûnie  par  l'équation  jr  =  f(x)  coïncide  avec  la  por- 
tion M' M  de  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  qui  est  comprise  entre 


les  droites  a:t=  —  icetxssit;  pour  x  =  (am -f- i)it,  la  ligne  est 
discontinue  et,  en  définitive,  elle  est  formée  d'une  infinité  de  seg- 
ments rectilignes  égaux  et  parallèles  à  M' M,  comme  l'indique  la 
figure. 


tt 


Pour  X  =  ->  l'équation  (3)  donne  une  identité  connue 


«  _        I       II 
4  ""'■"3^5"7 


En  faisant  x  =  -r  9  on  aurait  l'égalité  assez  remarquable 

4 


?=(■ 
i=(' 


I  I  I  I  I    \V5»  "^ 

3579         II  /2  8 

I       ï       I       I        I  \  /ï 

1 1 ...)^^- 

3       5       7       9       II  /a 
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FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Les  personnes  qui  veulent  étudier  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  ont  certainement  d'excellents  ouvrages 
à  leur  disposition  :  les  Fundamenta  nova  de  Jacobi,  les 
OEuwres  d'Abel,  Touvrage  plus  ancien  de  Legendre,  sont 
des  chefs-d^œuvre  quMI  est  bon  d'avoir  lus  quand  on  veut 
approfondir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le  Traité 
des  fonctions  doublement  périodiques ,  de  MM.  Briot  et 
Bouquet,  résume  aujourd'hui  presque  tous  les  faits  acquis 
à  la  Science  sur  cette  branche  intéressante  de  l'Analyse; 
mais  il  n'existe  pas  de  Trai  té,  pour  ainsi  dire  élémentaire, 
dans  lequel  on  puisse  prendre  une  idée  sufiisamment 
exacte  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  sans  cepen- 
dant l'approfondir  dans  tous  ses  détails. 

Nous  croyons  donc  faire  une  chose  utile  en  offrant 
aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  une  théorie  des 
fonctions  elliptiques  résumant  leurs  propriétés  les  plus 
importantes,  et  leurs  principales  applications  à  la  Géo- 
métrie et  à  la  Mécanique. 

Nous  n'avons  pas  l'intention,  disons -le  immédiate- 
ment, de  suppléer  à  la  lecture  des  grands  maîtres;  nos 
articles  devront  surtout  avoir  pour  but  de  faciliter  cette 
lecture  et  d'eu  inspirer  le  goût* 
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W  ^,  iola  . 
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Avant  d*aborder  la  question  des  fonctions  elliptiques, 
nous  ferons  connaître  quelques  principes  relatifs  à  la 
théorie  générale  des  fonctions. 

Nous  représenterons  une  imaginaire  a: -f-j^  y' — i  par 
un  point  dont  les  coordonnées  seront  x  et  /,  ou  par  une 

droite  dont  la  longueur  sera  le  module  r  =  Y/x*4-j', 
faisant  avec  Taxe  des  x  un  angle  6  égal  à  l'argument  de 

x-^-y  \(—i.  Cet  argument  sera  d'ailleurs  pour  nous 
Vun  quelconque  des  angles  ayant  pour  cosinus  -  et  pour 

X 
sinus  -• 

r 

Quand  nous  dirons  que  le  point  x  -+-j^  ^ — i  décrit 
une  courbe,  il  faudra  entendre  par  là  que  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  x^y  décrit  cette  courbe.  On  peut 

considérer  l'expression  X  -h  Y  ^ —  i ,  où  X  et  T  sont  des 

fonctions  de  x  et  jr^  comme  une  fonction  de  x  -^y  ^ —  i. 
Cauchy  se  plaçait  k  ce  point  de  vue,  mais  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  fonctions  de  x  -hjr  ^ —  i  ayant  une 
dérivée  unique  et  bien  détermi  née.  Cette  condition  d' avoir 
une  dérivée  unique  impose  à  X  et  Y  certaines  propriétés 

que  nous  allons  faire  connaître.  La  dérivée  de  X  +  Y  ^ —  l 
est 

dX_,        dX_,  y /dY^        dY^  \ 

dX'^dYs/—i_àx  d  r   ^        ^         \dx  dy    ^/ 

et,  pour  qu^elle  soit  indépendante  du  rapport  -j-^  c'est-à- 
dire  de  la  manière  dont  dx-\-  dj  \J — i  tend  vers  zéro^ 
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il  faut  qae 

dx        / dT      dX        / dT 

dx        ^  dx dy        '  ily 

^  -  '     v'=^    ■  ' 

d'où  Ton  conclut,  en  égalant  les  parties  réelles  et  lescoef* 
ûcients  de  ^ —  i , 

dX_dY      £y__^     /*x 

djc       djr        dx  dy      ^   '* 

Nous  supposerons  ces  relations  toujours  satisfaites;  d*aî!- 
leurs,  la  manière  dont  on  prend  les  dérivées  des  fonctions 
que  Ton  rencontre  en  analyse  prouve  que  ces  fonctions 
n'ont  qu^une  seule  dérivée. 

Une  fonction  qui  n'a  qu'une  dérivée  en  chaque  point, 
c'est-à-dire  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  a  quelque- 
fois été  appelée  monogène. 

Une  fonction  est  dite  monodrome  dans  une  portion  C 
duplan,  quand,  le  point  qui  représente  sa  variable  (ou, 
pour  abréger,  quand  sa  variable)  se  mouvant  dans  cette 
portion  C  du  plan,  la  fonction  reprend  toujours  la  même 
valeur  quand  sa  variable  repasse  par  le  même  point. 

Les  fonctions  bien  définies,  telles  que  les  fonctions  ra- 
tionnelles, le  sinus,  le  cosinus,  Pexponentielle,  etc.,  sont 
monodromes  dans  toute  Télendue  du  plan;  car,  leur  va- 
ri  able  é tan  t  donnée,  elles  son  t  en tièrement  définies .  Il  n'en 
estpas  de  même  des  fonctions  irrationnelles  ;  ainsi ,  pour  ne 

prendre  qu'un  seul  exemple,  \[z  —  a  ou  yx-^-y  \l — i  —  a 
n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour  conte- 
nant le  point  a. 

Imaginons,  en  effet,  que  le  point  z^  oux-Hy^—  i> 


(*)  Pour  rinterprétalîon  de  ces  formules,  iroir  le  Traité  des  fonctions 
doublement  périodiques,  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 
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décrive  un  cercle  de  rayon  rayant  pour  centre  le  point  a, 
on  sait  que  la  droite  qui  représente  la  somme  de  deux 
imaginaires  est  la  résultante  des  droites  représentant 

chaque  partie  de  la  somme  (*)  5  la  droite  re'v'"',  qui  re- 
présentera la  somme  z  —  a,  sera  donc  la  résultante  des 
droites  qui  représentent  js  et  — a.  Cette  droite  est  celle 
qui  va  du  point  +  a  au  point  z .  Supposer  que  le 
points  décrit  un  cercle  de  rayon  r  autour  du  point  â,  c'est 

donc  supposer  que  le  module  r  de  z  —  a  =  re^^/"^  reste 
constant.  Cela  posé,  on  a 


1  0 


\  l^i 


Que  le  point  z  se  meuve  sur  le  cercle  en  tournant  dans 
le  sens  positif  (celui  dans  lequel  les  angles  croissent  en 

Trigonométrie),  6  va  croître  ainsi  que  -•  Mais, quand 

6  aura  varié  de  an,  le  point  z  sera  revenu  à  son  point 
Je  départ,  et  z  aura  repris  sa  valeur  initiale;  il  n^eu 

sera  pas  de  même  de  ^z  —  a,  qui  sera  devenu 
et  qui  aura  changé  de  signe. 

DES   INTÉGRALES   PRISES   ENTRE    UES    LIMITES    IMAGIITAIRES. 

La  fonction  ^(2)  de  la  variable  imaginaire 


z  =  X  -^y  yj —  1 


(*)  Voir  rOuvrage  de  Mourey  sur  La  vraie  théorie  des  quantités  pré^ 
tertdues  imaginaires  ;  sur  le  Calcul  des  équipolUnces  {Nouvelles  Annales^ 
a"  série,  t.  VIII,  1869);  mon  Traité  d'Algèbre i  TOuvrace  de  MM.  Briol 
et  Bouquet  déjh  cilé,  etc. 
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est  en  réalité  une  fonction  de  deux  variables,  et  si,  entre 
arei^,  on  établit  une  relation,  telle  que 

f(z)  devient  alors  fonction  de  la  seule  variable  t»  Si  Ton 
pose  alors 

et 
Tintégrale 

//<■'  ri  *  t  ^-  ■)  - 

aura  une  valeur  bien  déterminée.  On  représente  souvent 
cette  intégrale  par  le  symbole 

Z 


!.. 


qui,  comme  Ton  voit^  est  indéterminé  si  Ton  ne  dit  pas 
de  quelle  façon  x  eijr  sont  liés  entre  eux  ou  à  t.  Cette 
expression  est  ce  que  Ton  appelle  une  intégrale  prise 
entre  des  limites  imaginaires ^  pour  en  préciser  le  sens, 
on  ajoute  la  relation  qui  lie  x  à  y,  soit  directement,  soit 
par  l'intermédiaire  delà  variable  auxiliaire  t. 

Le  plus  souvent  on  emploie,  pour  fixer  le  sens  de  la 

notation    l    f(z)  dz^  un  langage  géométrique,  et,  au  lieu 

de  se  donner  les  relations  a:  =  (y(f),j^  =  ^}/(f),  on  in- 
dique la  nature  de  la  courbe  représentée  par  ces  équa- 
tions. Si,  par  exemple,  on  posait 

4f=z:cosr,     j^=sinr, 

on  aurait  x'4-y'=  i,  et  si  Ton  intégrait  par  rapport  à  t 
de  zéro  à  tt,  on  dirait  que  Ton  prend  l'intégrale  le  long 
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d*un  demi-cercle  de  rayon  un,  décrit  de  Torigine  comme 
centre  et  limité  à  l*axe  des  x. 

Réciproquement,  quand  on  se  donne  le  contour  d'in- 
tégration, on  ramène  facilement  l'intégrale  à  une  ou 
plusieurs  autres  prises  entre  des  limites  réelles.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  Ton  demande  d'intégrer y*(  2  )£/jc 
le  long  d^une  droite  inclinée  à  45  degrés  sur  Taxe  des  x, 
issue  de  Torigine  et  aboutissant  à  un  point  situé  à  la  dis- 
tance /  de  Torigine. 

Les  éauaticnsde  cette  ligne  seront 


2 

on  aura 


i/2  i/a 


et,  par  suite, 

//i.)rf.=y*'/['^(«+>/^)](«+v~)^A. 

Je  prends  pour  limites  o  et  /,  parce  que  t  représente  la 
distance  du  point  (x,  y)  à  Torigine^  cette  distance  est  o 
ou /,  selon  que  le  point  [x^y)  est  à  Torigine  ou  à  lex- 
trémité  de  la  droite. 

Théorème  de  Cavchy  .  —  Le  point  z  variant  à  tinté- 
rieur  iVun  contour  donnée  si,  à  V intérieur  de  ce  contour, 
la  fonction  J  [z)  reste  monodrome,  monogène  et  finie, 

l'intégrale   f    f[z)dz  conservera  toujours  la  même  va- 

•-«0 

leur^  pourvu  que  le  chemin  qui  mène  de  Zq  àXne  sorte 
pas  du  contour  donné,  quel  que  soit  d^ ailleurs  ce  che-- 
min. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  un  des  plus  féconds  de 
toute  TAnalyse,  nous  intégrerons  la  fonction y*(z)  le  long 
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de  deux  contours  AMB,  ANB.  Soient  s  l'arc  du  premier 
contour  compté  à  partir  du  point  A,  et  ks  Tare  du  second 
compté  toujours  à  partir  du  même  point  A;  soient 

les  équations  du  premier  contour,  et 

celles  du  second  j  et,  en  désignant  par  S  Tare  AMB, 

FiiT.  I. 


supposons  que  kS  soît  Tare  ANB.  Joignons  maintenant 
les  points  correspondants  des  deux  contours;  soient  M 
et  N  deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  tels  que 
AN=/rAM.  Nous  supposerons  que  la  droite  MN  soit 
tout  entière  dans  rinlervalle  compris  entre  les  deux  con- 
tours*, considérons  maintenant  le  contour  ayant  pour 
équations 

'    '  a,  —  a,  '  a,  —  a, 

Pour  a  =  £X|,  il  se  réduira  au  premier  contour  AMB, 
et,  pour  a  =  a„  il  se  réduira  au  second  ANB;  et,  de 
plus,  tous  ses  points  seront  compris  à  Tintérieur  de 
Taire  AMBNA,  quand  on  supposera  a  compris  entre  a^ 


(4:4) 

et  a,.  Intégrons  la  fonction /"(z)  le  long  de  ce  contour, 
nous  aurons 

-.-> -p  restent  d'ailleurs  finis,  ainsi  que  leurs  dérivées 

prises  par  rapport  à  a.  Appelons  u  cette  intégrale,  nous 

aurons 

S 


'£=ii[^0' 


ou 


o 

d«       "S 
<i 


^r^'-'^is-/!-)^]*- 


ou,  en  intégrant  le  second  ternie  par  parties, 
Au       r.,  .dz-is       r^r,,.AtAz        „,  .didz-l^ 


ou 


=[/'-)g 


Or  -—  est  nul  pour  s  =  o  et  5  =  S,  le  contour  passant 

en  A  et  B  pour  5  =  o  et  5  =  S  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire 

ne  dépendant  pas  alors  de  a,  donc  —  =  o,  et,  par  suite, 

u  ne  dépend  pas  de  a^  il  a  donc  la  même  valeur  pour 
a  =  a,  et  pour  a  =  «„  c'est-à-dire  que  l'intégrale  prise 
le  long  de  AM6  ou  de  ANB  conserve  la  même  valeur. 
Cela  suppose  toutefois  quey(z)  conserve  la  même  valeur, 
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quel  que  soii  le  contour  par  lequel  le  point  z  se  rend 
de  A  en  B;  ^(2)  doit  donc  être  monodrome;  elle  doit 
aussi  être  monogène,  car  nous  avons  supposé 


c'est-à-dire  que  nous  avons  admis  quc/'(r)  restait  indé- 
pendant de  la  direction  de  t'accroissemcnt  donné  à  z, 
pour  en  faire  te  calcul;  eniin  nos  raisonnements  sup- 
posent/(2)  Klf{z)  finis. 

Considérons  maintenant  deux  contours  quelconques 


aboutissant  en  A  et  B,  et  désif;nons,  pour  abréger,  par 
(PRQ  ...]  l'inlégrale  de_/{z)  prise  le  long  d'un  contour 
désigné  par  PBQ  ....  Le  théorème  est  démonlré  pour 
deuK  contours  formant  à  eux  deux  un  coniour  fermé 
convexe,  car  une  sécante  joignant  deux  points  corres- 
pondants ne  rencontre  le  contourfcrmé  qu'en  deux  points 
et  reste  intérieure  A  ce  contour:  il  en  résulte  que  l'in- 
tégrale prise  le  long  d'un  contour  fermé  convexe  quel- 
conque est  nulle,  car  l'intégrale  en  quesIÎOD  est  égale  à 
l'inlégiale  prise  le  long  d'un  contour  inGniment  petit. 
C'est  cette  proposition  que  nous  allons  d'abord  généra- 
liser :  considérons  le  contour  AMBN,  décomposons-le  en 
une  infinité  d'autres  par  des  parallèles  à  une  direction 
donnée,  ou  obtiendra  ainsi  une  série  de  couiaurs  con- 
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?exes.  En  vertu  d«  la  notation  adoptée,  on  aura  alors 


(ab)  -h(66')  -4-(6V)4-(fl'fl)  =o, 
{a!b')  -f-  [b'b")  -h  (A V)  -h  [a'^a')  =  o, 

•   ••••••• • •••9 

si  Ton  ajoute  toutes  ces  formules,  les  termes  tels  que  {a'b') 
et  (fi'a')  se  détruisent,  et  il  reste  2(a'fl)  -h  E(ii')  =  o, 
c'est-à-dire  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  total  est  nulle.  On  a  donc 


ou 
c'est-à-dire 


(AMB)  4-(BNA)  =  o, 

(AMB)  — (ANB)  =  o, 

(AMB)  =  (ANB). 


C.  Q.  F.  D« 


CAS    OU    LE   TOÉORÈME   DE   CAUCHT    TOMBE    EH    DÉFAUT. 

Cauchy  a  remarqué  que  son  théorème  tombait  en 
défaut  dès  que  la  fonction /(z)  cessait  d'être  6nie,  con- 
tinue, monodrome  ou  monogène,  et  il  a  tiré  parti  de  ces 
cas  pour  enrichir  la  Science  d*une  de  ses  plus  belles 
découvertes. 

Théorème  I.  —  L'intégrale  d^ une  fonction  mono^ 
drame,  monogène,  finie  et  continue  (ou  synectique, 
comme  l* appelle  Caucfij)  à  ^intérieur  d'un  contour 
fermé,  est  nulle  quand  on  la  prend  le  long  de  ce 
contour. 

En  effet,  elle  est  égale,  comme  nous  l'avons  déjà  ob- 
servé, à  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  quel- 
conque, ayant  la  même  origine  et  la  même  extrémité,  in- 
térieur à  ce  contour*,  le  deuxième  contour  pouvant  être 
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pris  aussi  petit  que  Pon  veut,  puisque  l^origine  et  Teic* 
trémiié  se  touchent,  Tintégrale  est  nulle. 

Cauchy  appelle  résidu  de  la  fonction  nionodrome, 
monogène  et  continue  y  (r),  pour  la  valeur  c  qui  rend 
f(z)  infinie,  l'intégrale 


//(»)'&. 


27r  v'^ —  I 


prise  le  long  d*un  contour  circulaire  de  rayon  infini- 
ment petit,  décrit  du  point  c  comme  centre. 

Théorème  H.  —  Soient  Ri,  R,,  . . . ,  R„  fej  résidus 
de  la  fonction  ^{z)  relatifs  aux  infinis  Ci,  Ct,  .  . . ,  c„ 
de  cette  Jonction,  contenus  à  r  intérieur  d^un  contour 
fermé  où.  elle  reste  monodrome  et  monogène,  Pinte' 
gralc  ff(z)  dz  prise  le  long  de  ce  contour  sera  égale  à 


(R,  -f-Rj-h  .  .  .  -H  R«)2ir\/--  l. 

I 

Supposons  qu^il  n'y  ait  que  deux  infinis  dans  le  con- 
tour, et  qu  ils  soient  les  centres  des  cercles  bcdy  ghi\ 
appelons  en  général  (M)  l'intégrale  de  f(z)  le  long  du 
contour  désigné  par  M. 

Le  contour  abcdaefghifjha  constitue  un  contour  fermé 
ne  contenant  pas  les  infinis  de^ (2)  \  donc  [abcdaefghijjka) 
est  nul.  Or 

[abcdaefghijjka]  =  [ab]  -4-  [bcd]  4-  [da)  -f-  [aef]  -h  [fg] 

-^[8hi)-\-(if)  4-{y/H; 

le  premier  membre  est  nul  5  [ab)  = —  (rfa),  car  ce  sont 
les  mêmes  intégrales  dont  les  limites  sont  inversées;  de 
même  [fg)  =  —  [if)  et  [fjka)  4-  [aef)  est  l'intégrale 
proposée;  on  a  donc 

0=:[bcd)^[ghi)-\'ff[z)dz. 
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Or  {bcd)  est  Tintégrale  prise  le  long  d'un  contour  cir- 
culaire très-petit  décrit  autour  d'un  infini,  z  marchant 


Fip.  3. 


dans  le  sens  rétrograde;  cette  intégrale  est,  au  facteur 
près F^-=»  Je  résidu  def(z)  5  donc 

2;ry'  —  l 


o:^  — 27r^—  iR,  —  2ir  )/ —  I  R, -H yy  (z) rfz, 


OU 


//(z)rfr  =  27rV— i(R,-t-Rî). 


C.  Q.  F.  D. 


CALCDL    DES    RÉSIDUS. 

Avant  de  montrer  comment  on  calcule  le  résidu 
d'une  fonction,  nous  allons  revenir  un  instant  sur  la 
règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  f.  Cette  règle 
est  encore  applicable  quand  on  s'adresse  à  une  intégrale 
prise  entre  des  limites  imaginaires,  puisqu'une  telle  in- 
tégrale revient  à  une  autre  prise  entre  des  limites  réelles. 
Enfin  cette  règle  est  encore  applicable  quand  la  variable 
par  rapport  à  laquelle  on  diflerentie  est  imaginaire. 
En  efiet,   différeniier    une  quantité  u  par   rapport   a 

x-hy^ — 1>  c'est  calculer  le  rapport 

au    ,         â/i   , 
_  ^jr  -1-  -p-  ffjr 

« 
■  -;  • 
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Ce  rapport  esl  indéterminé  (excepté  si  u  est  une  fonc- 
tion monogène),  et,  pour  en  préciser  le  sens,  on  doit 

donner  le  rapport  -^j  ou,  si  Ton  veut,  on  doit  supposer 

X  et  y  fonctions  données  çp{<),  ^  {t)  d'une  inéme  va- 

riable  f,  et  se  donner  --  et  -i^  •  On  difTérentie  alors  le 
'  dt       dt 

long  de  Télément  (r/r,  dy)  appartenant  à  une  courbe 

dont  les  équations  sont  x  =  ç  (f ),  j'  =  i  (t)  -,  on  a  alors 

l'expression  suivante  de  la  dérivée  de  u 

du   , ,  ,      au  ...  . 


Si  Ton  veut  alors  difierentier  l'intégrale 


V  =//(f*»  ^  -^x  v"^^) ''f* 


du     (]u 


par  rapport  à  x-^-yyJ — i,  on  formera  —,  —  par  la 
règle  ordinaire,  et  l'on  aura 


dV 


"=N^  /   ^ — 7^1- — — "^^^ 


ou 


dv  r         d/ 


-.    =  /  — ,-    —    dii , 

—  ij      J  d(x-+-j^v'— ij 


d  [x  -h  jr^ 

et  Ton  voit  que  Ton  difTérentie  par  rapport  à  un  para- 
mètre imaginaire  comme  par  rapport  à  un  paramètre 
réel. 

Lorsque  la  quantité  qui  se  trouve  placée  sous  le  signe/ 
est  monogène  par  rapport  au  paramètre,  on  peut  rai- 
sonner encore  plus  simplement  en  faisant  observer  que 

esl  égal  à  T->  et  que  dilTérentier  par  rap- 
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port  k  X  ^y^^i^  c'esl  en  définitive  diflerentier  par 
rapport  à  la  variable  réelle  x. 

Cela  posé,  calculons  d'abord  le  résidu  de  la  fonction 


?(») 


9  Qp  (z)  étant  supposée  finie  et  différente  de  zéro 


z  —  c 

pour  z  =z  c]  ce  résidu  est 


(•) 


riz.^  (z) 


et  Tintégrale  est  prise  le  long  d'un  contour  circulaire 
infiniment  petit  décrit  autour  du  point  c  comme  centre. 
Soit  e  le  rayon  de  ce  contour,  on  pourra  poser 

(a)  z  =  c-hie*v^, 

et  faire  varier  9  de  o  à  air.  En  effet,  la  longueur  de  cz 


étant  désignée  par  e,  et  e  restant  constant,  le  point  g 
décrit  le  cercle  de  rayon  e  et  de  centre  c.  L'angle  6  est 
r angle X.  c^  qu ezc  fait  avec  Taxe  Ox,  et,  quand  le  point  z 
décrit  le  cercle,  0  varie  évidemment  de  o  à  air.  De  (a), 
on  tire 

(i)  devient  alors 

I     /*'* 


Or  R  est  indépendant  de  la  longueur  du  rayon  e^  qu^ll 
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faut  du  reste  supposer  inGniment  petit;  donc,  en  faisant 


c  =  o,  on  a 


R=^?W^'"''e  =  TW- 


On  voit  donc  que,  siy*(z)  est  une  fonction  telle  que 

(»  -  ')m , 

pour  z  =  c,  soit  une  quantité  finie  différente  de  zéro, 
cette  quantité  sera  précisément  le  résidu  àef[z)  relatif 
à  son  infini  c. 

Reprenons  la  formule  (i),  et  remplaçons  R  par  (f  (c), 
nous  aurons 


f 


et,  en  dilTérentiant  m  —  i  fois  par  rapport  à  c, 


/ 


on  a  donc 

airv/— ij    («— ^)*        i.2.3-..(m-i)' 

et  Ton  a  ainsi  le  résidu  d'une  fonction  de  la  forme 

—^ — -j  où  (f[z)  est  finie  et  différente  de  zéro  pour 

z  =  c,  et  m  entier  et  positif.  Dans  la  suite,  nous  ne  ren- 
contrerons que  des  résidus  de  fonctions  de  cette  forme. 

APPLICATION   DES  PRINCIPES  PRÉCéOENTS    A   LA   RECHERCHE 

DES  INTÉGRALES   DÉFINIES. 

Proposons-nous  d* abord  de  trouver  la  valeur  de  Tin* 
tégrale  définie  suivante,  dans  laquelle  a  est  un  nombre 
positif, 


X 


00 

sin/?.r 


Storm.  —  jin,f  II.  3l 
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A.  cet  effet,  nous  prendrons  l'intégrale 


/ 


^tyfl\ 


dz 


le  long  du  contour  suivant  formé  :  i^  d'une  droite  ga 
allant  de  —  oo  au  point  a  voisin  de  zéro  5  2*^  d'un  demi- 
cercle  très-petit  ahc^  décrit  autour  de  l'origine  avec  le 


Fig.  5. 


!/ 


■f 


L ?"  v£ û. 


rayon  r\  3°  d'une  droite  allant  de  c  vers  -h  00  \  ê^^^Mne 
perpendiculaire  de  à  Taxe  des  /,  située  à  rinfini  ; 
5^  d'une  parallèle  efk  l'axe  des  x,  située  à  l'infini^ 
6^  d'une  perpendiculaire  ^g:  située  également  à  l'infini  \ 
nous  aurons,  en  supposant  a  positif, 


(.-)=£ 


'*  e«V-'  dx 


00 


[abc]  = 2îr  \/ —  I .  résidu  de 


^svPî 


[cd 


z 


=z  —  ir  v/ —  I  « 


dx, 


g«v/^(«+/v/="i)</^ 


V^^  =  o, 


Ide)  —    f  

[e/)  =  (/s)=^o. 
Le  contour  total  dMntégration  ne  contenant  pas  d'in- 
fini  de 9  l'intégrale  prise  le  long  de  ce  contour  est 
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nulle;  donc 


X  —  r^ax^f^  . /«aogaxv 


Or  la  première  intégrale  devient 


-X' 


quand  on  y  change  x  en  —  t  -,  et  par  suite , 


/ 


r  * 


dxrzzv  ^ —  I9 


OU,  pour  r  =  o, 


r- 


8in<zx 


/  9111»^  /- 


ou  enfin 


f       dx=r.  -     er       1  flx  =  ir. 


La  fonction 

00 


/: 


sinax  , 


00 


ne  contient  donc  pas  a,  mais  elle  en  dépend  \  en  effets 
en  changeant  le  signe  de  a,  elle  change  de  signe;  cela 
s'explique,  car,  en  posant  ax  =  z,  on  a 

J— ao  *  •Zip*  * 

Si  nous  intégrons  fè^'^dz  le  long  de  l'axe  des  x  et  d'une 
parallèle  à  cet  axe  située  à  la  distance  a,  et  si  nous  fer- 
mons ce  contour  par  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  situées 
à  l'infini,  nous  trouverons  zéro^  or  les  intégrales  rela- 
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tives  à  ces  parallèles  à  l'axe  des  y  sont  nulles,  ce  qui  se 
voit  en  écrivant  notre  intégrale  ainsi  : 

XH-oo  /»a  

-00  •/o 

J/» — 00 
30 

on  a  donc 

-00  «/—OO 


on  en  tire 


0  =  \/7r  —  ^'    /  <r^' (cosafljr  —  \ — \%\ïïiax)dx\ 


C/  ^00 


9 

d'où,  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires^ 

__  /»  -f-oo 

^«r  t'"^'  =    I  Éf"^'  COS  2^4?  </j", 

t/— 00 

/»-*-oo 
i/ 00 

Si  Ton  veut  obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  suivante, 
où  ti  >  o, 


i 


00  '-+-*' 


on  peut  observer  qu'elle  est  la  partie  réelle  de  celle-ci 

«o    ^y^/'^X 


f 


dx. 


laquelle  est  égale  à 

/r"\^dz 
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prise  le  long  de  Taxe  des  x.  Mais  on  peut  remplacer 
Taxe  des  x  par  un  demi-contour  circulaire  de  rayon  in- 
fini décrit  de  Torigine  comme  centre  et  situé  au-dessus 
de  Taxe  des  x.  En  effet,  à  rinlérieur  de  Faire  limitée  par 
Taxe  des  x  et  ce  dernier  contour,  la  fonction  intégrée 
reste  finie  et  continue,  pourvu  que  asoil  positif,  excepté 

pourtant  au  point  z  =  ^ —  i  \  donc  la  différence  des  deux 
intégrales  ne  sera  pas  nulle,  mais  bien  égale  au  résidu 

de relatif  à  z  =  J —  i,  c'est-à-dire  à  — 7=="  mul- 

tiplié  par  aTr  y' —  i,  ce  qui  donne  Tue"'.  Mais  l'intégrale 
prise  le  long  du  contour  demi- circulaire  est  nulle  ^  pour 

l'évaluer,  il  faut  prendre  z  ^  Re*^~'  et  faire  varier  B  de 
TT  à  o,  ce  qui  donne 


^Rcotlv/^  — RiIdI  __      


'n    I -f- K'^cos2Ô -h  v^ — i  sinaO) 
Pour  R  =  30  ,  cette  intégrale  est  bien  nulle,  et  l'on  a 


x 


"  cosax  , 
ax  =  irtf"^. 


00      1  H-J^ 


QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    FOVCTIOIfS. 

Nous  avons  trouvé  que  l'intégrale 

était  égale  à/(j:),  la  fonction /(z)  étant  monodrome, 
monogène,  finie  et  continue  autour  du  point  x;  soit  donc 

2tr  V  —  1  ^  *  —  * 


(  486) 
On  Yoit  que  f{x)  a  toujours  une  dérivée,  car  on  peut 
ici  dilTérentier  sous  le  signe  y*  par  rapport  à  x;  cette  dé- 
rivée  en  a  une  à  son  tour  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  est  une 
propriété  précieuse  des  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  pose  z  =  jc-H/e*^,  elle 
devient 

^^  Jo 

cette  formule  contient,  comme  Ton  voit,  un  grand  nom- 
bre d'intégrales  définies.  La  formule  (i)  donne,  en  la  dif- 
férentianr, 

a^^ZTi"  J  (s  — x)-+'       1.2.3.  ../i-^    ^    ^' 
ou,  en  posant  z  =  re'^  •+-  jc, 

En  appelant  alors  M  le  maximum  du  module  dey*(z)  sur 
le  cercle  de  rayon  r  décrit  du  point  x  comme  centre, 
on  a 


air  F-X 


i.a..#i      ^    ' 


ou 


ou 


M> r 

I .2. J. . . n 


Cette  formule  montre  que,  si  toutes  les  dérivées  dey*(x) 
ne  sont  pas  constamment  nulles,  c'est-a-dire  siy  (x)  n'est 
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pas  une  constante^  on  pourra  toujours  prendre  r  assez 
grand  pour  que  M  croisse  au  delà  de  toulè  limite^  donc  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
déifient  Jorcément  infinie  pour  une  valeur  finie  ou  infi- 
nie de  sa  variable;  donc  aussi  la  considération  de  son 
inverse  prouve  quelle  s'annule  pour  une  valeurjînie  ou 
infinie  de  sa  variable^  donc  enfin  V équation  f[x)  =  o  a 
nécessairement  une  racine. 

Reprenons  les  formules 

air  V— 1  J  «  —  X 
la  dernière  peut  s'ëcrire 


OU,  en  Tertu  de  (i), 

/(x)  =/(«)  + (x-a)/(a) 

(a:  — a)''-'/''-'(a) 
1.1. 'i. . .  (n  —  1) 


Ce  dernier  terme  tend  vers  zéro  pour  n  =  oo  ,  pourvu  que 
X — a  soit  assez  petit,  et  Ton  voit  que,  pour  a:  =  a,  toutes 
les  dérivées  de  f{x)  ne  sauraient  être  nulles,  si  f(x) 
n'est  pas  une  constante.  Supposons  que  les  (n  —  i)  pre- 
mières dérivées  seulement  soient  nulles  et  que  la  /i'^"" 
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ne  le  soit  pas,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

le  facteur  de  (x  —  a)"  ne  sera  pas  nul  pour  x  =  a,  et  1*011 
voit  que,  si  y  (a)  est  nul,/(x)  sera  de  la  forme 

(x  — a)"^(x), 

ip(x)  restant  fini  pour  x  =  a^  donc  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
lia  que  des  racines  d'un  ordre  de  mukiplicilé  entier  ^  il 
en  est  de  même  par  suite  de  ses  infinis. 


f'{z)  la  dérivée  dey'(z)  5  les  infinis  de  -j-I  seront  sim- 


Voici  une  dernière  proposition  très-importante  :  Soit 

.ri') 

pies  et  se  réduiront  au  y  zéros  et  aux  infinis  de/  (z) .  Soient 
ai,  at,  • . .  les  zéros  def(z)  contenus  dans  le  contour  C, 
ttf,  a^,...  les  infinis  contenus  dans  le  même  contour 
supposés  en  nombre  fini  -,  alors 

'^\^i        {«  — a,)".(«— a,)-....    ^^^* 

^[z)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  dans  le  contour  C  ^  pre- 
nons les  logarithmes  et  difierentions,  on  aura 

f[z)  '"jLàz^a      jLz  —  a       4»(»)* 

Multiplions  par  F(x),  qui  ne  devient  ni  nul  ni  infini 
dans  le  contour  C^  nous  aurons,  eu  intégrant  le  long  de 
ce  contour, 

Si  Ton  fait  F  (z)  =  i  ,on  trouve  2/n — l»n,  c'est-à-dire  la 
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difTërence  entre  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis;  mais 
alors 

=: Iog/(z)  =  2/7l  —  2/î) 

27r\/ —  I 


îo&/(^)  =  logmod./(z)  —  v^— I  arg./(«); 

ainsi  ^n  {^m  — £/z)  est  la  quantité  dont  varie  Targu- 
ment  de  y*(z)  le  long  du  contour  C,  quand  le  point  z 
effectue  une  révolution  complète  le  long  de  ce  contour. 

Quand  on  prend  F(z)  =  z,  on  a 


THÉOaÈMES   DE   CAUCHY    ET   DE   I.ADKEIVT. 

Nous  terminerons  ces  considérations  préliminaires  en 
donnant,  d'après  Cauchy  et  le  commandant  Laurent,  une 
nouvelle  forme  au  théorème  de  Maclaurin. 

Soitf[x)  une  fonction  finie  continue  monodrome  et 
mono  gène  à  V  intérieur  d\in  cercle  de  rayon  R  décrit 
de  l'origine  comme  centre.  Elle  sera  développable  par 
la  formule  de  Maclaurin  pour  toute  valeur  de  x  com^ 
prise  à  l^ intérieur  du  cercle  en  question. 

En  effet,  si  Ton  décrit  un  cercle  de  rayon  R'  un  peu 
plus  petit  que  R  de  Torigine  comme  centre,  on  aura, 
en  intégrant  le  long  de  ce  cercle, 


2ir\/—  l  J  *  —  * 


pourvu  que  le  point  x  soit  situé  dans  son  intérieur  ;  alors 
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Je  module  de  z  sera  plus  grand  que  celui  de  jr  et,  -— — 
étant  développé  suivant  les  puissances  de  x,  on  aura 

Or  on  sait  que 


2ff^ —  ij 


1.2.3...//' 


«■+-1 


rfz  = 


on  aura  donc 

/(x)=/(o;  +  f/'(o)+...  +  ^-£^/-(o}+...j 

ce  quMl  fallait  prouver. 

«Si  lafonctionf[x)  est  finie^  continue,  monodrome  et 
monogène  à  l'inténeiir  d'une  couronne  circulaire  de 
rayons  R  et  R',  ayant  son  centre  à  V origine,  elle  sera 
déueloppable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cette  couronne  en  une  double  série  procédant  sui- 
i^ant  les  puissances  entières  ascendantes  et  descen- 
dan  tes  de  x. 

Eneflfet,  soit^*^  un  signe  d'intégration  indiquant  que 

la  variable  reste  sur  un  cercle  de  rayon  Â  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre,  soit  r  un  peu  plus  petit  que  R.  et  r' 
un  peu  plus  grand  que  R',  la  somme 
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sera  égale  à  Tintégrale  I  ^  '  dz  prise  le  longd'un  cercle 

de  rayon  très-petit  décrit  autour  du  point  x  intérieur  à 
la  couronne;  en  sorte  que,  si  Ton  observe  que  celle-ci 

est  égale  i  211  yj — 1/(^)5  on  aura 

ou  bien,    en   observant  que  mod. z  ^  mod.  a;  et   que 
iiiod.z'<^mod.x, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Exemples,  — log  (  i  -h  j:)  est  développable  à  l'intérieur 
d*un  cercle  de  rayon  1  décrit  de  Torigine  comme  centre, 
mais  il  cesse  d'être  développable  au  delà  comme  Ton  sait, 
et,  en  effet,  pour  x  =  —  i ,  le  logarithme  de  i  +  x  est 
ibfini . 

Le  point  critique  de  (1  —  x)*  est  x  =  i,  c'est  ce  qui 
explique  pourquoi  la  formule  du  binôme  cesse  d'avoir 
lieu  quand  le  module  de  x  est  supérieur  à  l'unité,  etc. 


REMÀRQOE    COHCBRNAlfT    LES   FOrîCTIONS    PÉRIODIQUES. 

Une  fonction /*(x)  possède  la  période  cd  quand  on  a 

/(x  +  a))=/(x) 
et,  par  suite,  n  étant  entier, 
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e*         possède  évidcmmeDt  la  përiode  co  ;  quand  on  donne 

une  valeur  particulière  k  e  «•  ,  il  en  résulie  pour  x 
une  série  de  valeurs  de  la  forme  Xo  +  nci),  ra  désignant  un 
entier  et  x^  un  nombre  bien  déterminé.  Si  donc  on  con- 
sidère une  fonction y*(x)  monodrome  quelconque  possé- 
dant la  période  cû,  elle  pourra  être  considérée  comme  fonc- 

tion  de  y  =  e  ••  et,  si  Ton  se  donne  j^,  x  ayant  les  va- 
leurs Xo  H-  /io«),y(x)  prendra  les  valeurs 

/(jr,-f-/i«)r=/(x,). 

Ainsi,  jr  étant  donné,  f(x)  aura  une  valeur  unique  et 
bien  déterminée;  il  en  résulte  que  f[x)  est  fonction 
monodrome  de  y. 

II  résulte  de  là  que  toute  fonction  périodique  mono^ 

drome  possédant  la  période  a>  pourra  se  développer 

suivant  les   puissances    ascendantes   et   descendantes 

»«    / — 
de  e*  à  ^intérieur  de  certaines  couronnes  circu^ 

laires. 

Mais  quand  e    »      décrit  un  cercle,  son  module  reste 
constant  ;  or,  si  Ton  pose 

il  se  réduit  à 

«Il 


g*+h* 


Il  désignant  une  fonction  linéaire  de  a  et  P,  et  pour 
que  cette  expression  reste  constante,  (i  doit  rester  con- 
stant; JT  décrit  donc  une  droite,  de  direction  fixe  d^aîl- 

leurs,  quand  on  fait  varier  le  module  de  e  •  .  Ainsi 
c'est  entre  deux  droites  parallèles  que  le  développement 
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de  /  (x)  sera  possible,  l'une  de  ces  droites  on  mèmf 
toutes  les  deux  pouvant  s'éloigner  à  TinGni. 

Ce  théorème  nous  servira  à  jeter  les  fondements  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Horions  scr  les  fonctions  algébriques. 
Une  fonction  y^  déGnie  par  une  équation  de  la  forme 

où  /(x,  y)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  et  y^  qui 
n'admet  pas  de  diviseur  entier,  est  ce  que  Ton  appelle 
une  Jonction  algébrique.  L'équation  qui  la  déGnit  est 
dite  irréductible. 

Une  fonction  ainsi  déGnie  est  susceptible  d'autant  de 
valeurs  pour  une  même  valeur  de  x  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  y  pris  relativement  9Ly\  mais  ces  va* 
leurs  ne  peuvent  pas  être  séparées  les  unes  des  autres 
et  ne  constituent  qu'une  seule  et  même  fonction,  ainsi 
que  Ta  démontré  M.  Puiseux. 

I**  Une  fonction  algébrique  ne  peut  s'annuler  que  si  le 
dernier  terme  de  l'équation  qui  la  déGnit  s'annule,  et, 

par  suite,  elle  n'a  qu'un  nombre  limité  de  zéros.  -  est 

déGni  par  une  équation  algébrique  que  l'on  sait  former 
et  n'admet,  par  suite,  qu'un  nombre  limité  de  zéros-, 
donc  /  n'admet  qu'un  nombre  limité  d'inGnis  qui  sont 
les  racines  de  Téquation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de^  dans  l*équatiou 
qui  sert  à  le  déGnir. 

2**  Nous  admettrons  que^  est  une  fonction  continue 
de  or,  excepté  pour  les  points  où  j  devient  inGni  ou  ac- 
quiert des  valeurs  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 

J[a,y^=zO,    jj;  =  0-. 
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encore  en  ces  points  n'y  a-t*il  pas,  à  proprement  parler, 
discontinuité,  mais  simplement  indétermination  d'une 
certaine  espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin  ;  nous  don- 
nerons à  ces  points  le  nom  de  points  critiques. 

Nous  supposons  ce  théorème  connu  du  lecteur,  et,  en 
réalité,  il  est  supposé  connu  de  toutes  les  personnes  qui 
s'occupent  de  Calcul  différentiel  ;  il  est  impossible  de 
prendre  la  dérivée  d*une  fonction  implicite  sans  Tad- 
mettre. 

3**  La  fonction  algébrique^  admet  une  dérivée  bien 
déterminée  en  tout  point  qui  n'est  pas  critique  :  cela  ré- 
sulte de  la  règle  de  la  différentiation  des  fonctions  im- 
plicites, et  Ton  a 

dx  Ax'  Ay 

expression  finie  et  déterminée  si  -r-  n'est  pas  nul. 

4^  La  fonction  algébrique  j^  est  monodrome  a  l'inté- 
rieur de  tout  contour  ne  contenant  pas  de  point  critique. 
Considérons,  en  effet,  un  contour  fermé  C  ne  contenant 
aucun  point  critique  ;  supposons  que  la  variable  x  dé- 
crive un  certain  chemin  continu  à  l'intérieur  de  C,  en 
partant  du  point  Xo  pour  y  revenir.  Soient  S  ce  chemin, 
y^  la  valeur  de  y  en  x^  au  départ,  et^i  la  valeur  que 
prend  y  quand  x  revient  en  Xo-  Si  l'on  n'apas^i  =J^o* 
ri  ne  pourra  être  qu'une  des  valeurs  dey.  Cela  posé,  dé- 
formons le  chemin  S  en  le  réduisant  à  des  dimensions  de 
plus  en  plus  petites.  Quand  ce  chemin  se  sera,  dans  toutes 
ses  parties,  suffisamment  rapproché  de  Xo)  les  valeurs 
de  y  le  long  du  contour  S  seront,  en  vertu  de  la  conti- 
nuité dey,  aussi  peu  différentes  que  l'on  voudra  dey^» 
et,  par  suite,  différeront  de  y^  d'une  quantité  finie, 
puisque,  à  l'intérieur  du  contour  C  dans  lequel  nous  che- 
minons, les  valeursdey  sont  nettement  distinctes*}  donc. 
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quand  le  contour  S  sera  devenu  suffisamment  petit,  y  re- 
viendra en  Xo  avec  sa  valeur  initiale^o»  Mais,  s*il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi,  il  est  clair  que,  pendant  que  le  con- 
tour S  se  déforme,  il  arrive  un  moment  où  /  revient 
encore  en  x^  avec  la  valeur  y^  différente  de  ^09  tandis 
qu'un  moment  après  il  reviendra  avec  la  valeur  primi- 
tive /o*  Soient  donc  deux  contours  So  et  Si,  inûniment 
voisins,  ramenant  j-  Fun  avec  la  valeur  ^09  l'autre  avec 
la  valeur  y^  ;  considérons  deux  mobiles  parcourant 
ces  contours  en  restant  toujours  infiniment  voisins  l'un 
de  l'autre  :  en  deux  points  inûniment  voisins,  y  ne 
pourra  avoir  que  des  valeurs  infiniment  peu  diffé- 
rentes. En  effet,  si  Ton  considère,  à  chaque  instant, 
la  différence  des  valeurs  de  y  en  deux  points  cor- 
respondants, cette  différence,  d*abord  infiniment  petite, 
restera  telle,  car  elle  varie  d'une  manière  continue 
comme  y^  et  elle  ne  saurait  devenir  finie  que  si  Ton  con- 
sidère deux  racines  distinctes  de  l'équation /(j:,/)  =  o; 
mais,  pour  passer  d'une  valeur  à  une  autre,  y  serait 
obligé  de  rompre  la  continuité,  à  moins  que  l'on  ne  soit 
précisément  dans  le  voisinage  d'un  point  critique  où 
deux  valeurs  distinctes  de  j*  sont  susceptibles  de  différer 
infiniment  peu  l'une  de  l'autre  pour  une  même  valeur 
de  X.  Ainsi  donc,  y  revient  toujours  en  jTq,  avec  la  même 
valeur  y^^  si  Ton  ne  sort  pas  du  contour  C.      c.  q.  f.  b. 


Discussion  de  la  fohction  ^x  —  a. 

Il  est  intéressant  d'étudier  la  manière  dont  les  fonc- 
tions algébriques  permutent  leurs  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  autour  des  points  critiques  :  nous  renverrons, 
pour  cet  objet,  le  lecteur  à  un  Mémoire  de  M.  Puiseux, 
inséré  au  t«  XV  du  Journal  de  M.  Lioui^Ule,  Il  suffira, 
en  effet,  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  de  discuter 
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les  fonctions  de  la  forme  ^X,  où  X  représente  un  poly- 
nôme entier  en  x. 

Commençons  par  la  fonction  j^  =  ^x  —  a,  dans  la- 
quelle a  est  une  constante.  Cette  fonction  a  deux  valeurs 


-\-^x  —  a     et     —  ^i 


«» 


en  chaque  point  égales  et  de  signes  contraires.  Nous 
n'avons  à  considérer  qu  un  seul  point  cri  tique,  le  point  a 
pour  lequel  les  deux  valeurs  de  y  deviennent  égales  à 
zéro.  La  fonction  y  ne  cesse  donc  d'être  monodrome 
qu'à  Tialérieur  d'un  contour  contenant  le  poiut  a. 
Posons 

x=za-\-  r^^\ 

re  sera  représenté  par  la  droite  qui  va  du  point  a  au 
point  a:  (la  résultante  de  deux  droites  représentant,  il 
ne  faut  pas  l'oublier,  la  somme  des  imaginaires  repré- 
sentées par  ces  droites)  ;  on  aura 


^x  —  a  = 


t    s 

r    e 


Si  le  point  X  décrit  un  contour  fermé  contenant  le  poiut  a, 

la  droite  re   ~~'  joignant  le  point  a  au  point  x  tournera 
eu  décrivant  un  angle  total  égal  à  a  tt  ;  la  fonclion 


i   îv'rî 


^x  —  a  =r*  tf 

reviendra  alors,  quand  x  reviendra  au  point  de  départ 
correspondant  à  6  =  do)  ^vec  la  valeur 


Ainsi  l'effet  d'une  rotation  autour  du  point  a  est  de 
changer  le  signe  de  la  fonction  y. 
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DISCUSSION  DE  LA.  FONCTION 

^  A{x  —  a)  (x  -^  b)  (x  —  c)  ...  (a:  —  /). 

Quand  le  point  x  tournera  autour  du  point  a,  ^x  —  a 
changera  de  signe;  ainsi  : 

Quand  la  variable  décrira  un  contour  fermé  conte- 
nant une  des  quantités  a,  i,  ...,  /,  la  fonction  re- 
tiendra  au  point  de  départ  ai^ec  un  changement  de 
signe 

Quand  la  variable  décrira  un  contour  fermé  conte^ 
nant  un  nombre  pair  de  points  critiques,  un  nombre 

pair  de  facteurs  yjx  —  a,  yjx  —  A,  ...  changeront  de 
signes,  et  la  fonction  reviendra  au  point  de  départ  av^ec 
sa  valeur  initiale;  ce  sera  Viny^erse  quand  le  contour 
contiendra  un  nombre  impair  de  points  critiques. 

Au  lieu  de  décrire  un  contour  fermé  simple ,  la 
variable  peut  tourner  plusieurs  fois  autour  d'un  ou 
de  plusieurs  points  critiques  ;  mais  ce  cas  complexe 
ne  présentera  aucune  diffîculté  et  se  ramènera  aux 
précédents. 

Je  suppose,  par  exemple,  un  contour  ayant  son  ori- 
gine en  o  et  présentant  la  forme  ci-dessous  :  quand  la 

FlfT.  6. 


variable   a  suivi  le   chemin   opts^    la   fonction    arrive 

Sturm.  —  An.t  II.  32 
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en  s  avec  une  valeur  que  j'appellerai  y,^  et  quand  x  par- 
court le  chemin  sqrs^y  revient  en  5  avec  la  valeur  — j,^ 
en  sorte  que  Ton  pourrait  supprimer  la  boucle  sqrs  et 
partir  de  o  avec  la  valeur — y^\  on  pourrait  de  même 
bupprimer  la  boucle  uptu  en  partant  avec  la  valeur 
initiale  -H^oî  il  reste  alors  le  chemin  optsqruo  qui  con- 
tient le  point  a  et  Ton  revient  en  o  avec  la  valeur  — y^. 

ÉTUDES    DES    PREMIERES    TRÀIVSCElfDlNTES 
QDB    l'on    rencontre    DANS    LE    CALCUL    INTÉGRAL. 

Les  fonctions  entières  s'intègrent  immédiatement,  les 
fonctions  rationnelles  s'intègrent  en  les  décomposant  en 
fractions  simples  :  quand  ces  fractions  simples  sont  de  la 

forme , j  elles  s'inlèsrent  immédiatement;  quand 

(x  — aj"  ®  '^ 

elles  sont  de  la  forme ?  elles  ne  s'intègrent  plus  au 

moyen  de  signes  algébriques,  ou  du  moins  on  ne  sait 
plus  les  intégrer  de  cette  façon. 

On  rencontre  aussi  des  fractions  de  la  forme 

Mx  -h  N 

• 

{x^  -{-  px  -^  q]'*'' 

mais,  en  adoptant  les  imaginaires  dans  le  calcul,  ces 
fractions  se  réduisent  à  la  forme r-  • 

LMntégrale  de  est  la   fonction   logarithmique 

bien  étudiée  dans  les  éléments  et  bien  connue;  ou  con- 
çoit cependant  que  la  découverte  des  logarithmes  ait  pu 
suivre  celle  du  Calcul  intégral,  et  il  est  intéressant  de 
voir  comment  on  aurait  pu  étudier  les  propriétés  de  la 
nouvelle  fonction. 
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Et  d'abord  il  y  a  lieu  de  se  demander  si  Tintégrale  de 
engendre  réellement  une  fonction  transcendante, 


X  —  a 

oa  seulement  une  fonction  réductible  aux  fonctions  al- 
gébriques; nous  allons  voir,  en  étudiant  ses  propriétés, 
qu'elle  constitue  une  fonction  nouvelle.  D'abord,  en 
mettant  à  part  le  facteur  A  constant  et  remplaçant  r.  —  a 
par  jr,  on  ramène  cette  intégrale  à  la  forme 


Posons 


/ 


— • 

X 


r 


dx       , 

—  =  logar, 

I     ^ 


le  signe  log  étant  employé  pour  représenter  la  nouvelle 
fonction  (nous  précisons  notre  intégrale  avec  la  limite  i 
et  non  zéro^  afin  qu'elle  soit  finie.) 

Nous  pouvons  prouver  :  i°  que  logx  n  est  pas  mono- 
drome  et  par  suite  ne  peut  pas  être  rationnel;  a°  que 
log;r  a  une  infinité  de  valeurs  pour  une  même  valeur 
de  X,  et  qu*ii  ne  saurait  alors  coïncider  avec  unefonc* 
tion  algébrique  qui  n'en'  a  qu'un  nombre  limité. 

Pour  le  prouver,  observons  que  l'on  peut  aller  du 
point  I  au  point  x^  soit  directement  par  le  chemin  \x 

Fîg.  7. 


rcctiligne,  ce  qui  fournit  la  valeur  que  nous  appellerons 
logX)  soit  par  toui  autre  cUemiu.  La  valeur  de  Tinté- 
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grale  prise  le  long  d'un  chemin  qui,   avec  Xf,  forme 

un  contour  fermé  ne  contenant  pas  l'origine  où  -  est 

infini,  donnerait  la  même  valeur  logx;  mais  si,  pour 
aller  de  i  à  x,  on  suit  un  chemin  qui  enveloppe  le 
point  o,  tel  que  celui  qui  est  figuré  en  pointillé,  Tinté- 
grale  prise  le  long  de  ce  contour,  augmentée  de  l'inté- 
grale prise  le  long  de  a?  i ,  sera  égale  à  l'intégrale  prise 
le  long  d'un  cercle  de  rayon  très-petit  décrit  autour  di. 
point  o;  on  aura  donc,  en  se  rappelant  que  cette  der- 
nière est  égale  à  db  a  tt  y/ —  i , 


/ 


\oax  =  —  2irv  —  i; 

X 


Je  mets  —  air  ^ —  i ,  parce  que  l'intégrale  doit  être  prise 
dans  le  sens  rétrograde  ^  on  a  donc  dans  ce  cas 


/ 


—  ==  logar  —  2 w V-— I  • 

X 


Si,  au  contraire,  la  figure  avait  la  disposition  ci-dessous 

on  aurait 

V.1 


/ 


=l0gJ7  4-  2IC^ —  1« 

Fig.  8. 

( 
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u 
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Il  y  a  plus,  si,  au  lieu  de  suivre  un  contour  simple 
comme  les  deux  précédents,  on  suit  un  contour  en- 
tourant a,  3,  4)   •••   fois  l'origine,   tel   que  celui  ci- 


(Soi  ) 
dessous  qui  Tentoure  trois  fois,  il  est  clair  que  Ton  aura 


/ 


—  =logx4-  a»49^*  •  '^  ^ —  'î 

X 

Fig.  9. 


dans  le  cas  de  la  figure,  on  a 


j  —  =  ïog*  -h  Gtt  ^  — î. 


Ainsi  la  valeur  générale  de  Tintégrale  considérée  est 


A:  désignant  un  entier,  et  ces  valeurs  de  logx  sont  insé- 
parables les  unes  des  autres^  ainsi,  quand  le  point  x 
passe  en  a  pour  la  seconde  fois,  l'intégrale  y  acquiert 
une  valeur  égale  k  la  précédente  augmentée  de  air,  et 
cela  en  vertu  de  la  continuité  ;  en  d'autres  termes,  on 
ne  pourrait  assigner  à  logx  une  valeur  déterminée  en  a 
qu'en  rompant  la  continuité  de  cet  le  fonction, 
SI  Ton  considère  Téquation 


— h  —  =0, 

X         y 


on  on  tire  d'abord 


const. 
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ce  que  Ton  peut  écrire 

(  I  )  logx  +  \ogx  =  logtf , 

a  désignant  une  constante.  Mais  on  en  tire  aussi 

Xdx-hxtfy=zOy 
ou 

(2)  xr==^, 

b  désignant  une  constante.  Les  formules  (a)  devant  être 
identiques,  faisons  a:  =  i  ;  (1)  donnera  log^=  loga  et 
(a)  donnera  j'  =  i,  ce  qui  exige  que  a  =  b.  Des  for- 
mules (1)  et  (a)  on  tire  alors,  en  remplaçant  b  par  a^ 

logx  -4-  \ogjr  =  logxj, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  le* 
garithmique. 

La  fonction  inverse  de  logx  sera  représentée  par  e  (x), 
en  sorte  que,  si 

r  =  log:r, 

on  aura 

la  propriété  fondamentale  des  logarithmes  donne  la 
propriété  fondamentale  des  eyponentielles 

ce  qui  conduit  à  écrire 

e(x)=e', 
et  comme  Ton  a 

loQx  z=ix -h  2/frv'—  I , 
y  désignant  Tune  des  valeurs  de  logor,  on  a 

la  fonction  e*  est  alors  périodique  et  a  pour  période 
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aÂ-TTy/ —  I.  De  la  formule 
on  tire 

dx 

—  =  X. 

y  étant  le  logarithme  de  x,  on  voit  qae  la  dérivée  de  la 
fonction  exponentielle  e^  prise  par  rapport  i  y  est  cette 
fonction  elle-même  \  on  est  alors  conduit  i  représenter  e* 
au  moyen  d*une  série,  et  sa  théorie  s'achève  comme  dans 
les  éléments. 

On  voit  ainsi  que  la  découverte  de  Neper  eût  été  faite 
par  les  inventeurs  du  Calcul  inQnitésimal  dès  les  débuts 
du  calcul  inverse. 

DES  DIVERS  CHEMINS  QUE  PEDT  SUIVRE  Ll  VARIABLE 
DANS  LA  RECHERCHE  DBS  INTÉGRALES  DES  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

Toute  fonction  algébrique  y  étant  monodrome  à  Tin- 
térieur  d'un  contour  ne  contenant  pas  de  point  cri- 
tique, son  intégrale  sera  nulle  le  long  d'un  pareil  con- 
tour ;  donc  : 

1°  L'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  quelconque 
x^x  pourra  être  remplacée  par  l'intégrale  prise  le  long 
du  contour  rectiligne  oToX,  si  entre  ce  contour  et  le 
contour  donné  il  n'existe  pas  de  point  critique. 

2^  Si,  à  l'intérieur  du  contour  C  formé  par  le  chemin 
rectiligne  et  le  chemin  donné,  il  existe  un  point  cri- 
tique a,  on  pourra  remplacer  le  chemin  donné  par  un 
autre  allant  de  x^  vers  un  point  a  très-voisin  du  point 
critique  sans  sortir  du  contour  C,  tournant  ensuite  le 
long  du  cercle  décrit  de  a  comme  centre  avec  oLa  pour 
rajon,  revenant  en  a,  puis  en  a'o  par  le  chemin  axo  iu« 
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verse  du  chemin  x^^a  suivi  tout  à  Theure,  enfin  allant 

par  ie  chemin  rectiligne  de  Xo  à  x.  En  effet,  le  nouveau 

chemin  et  Tancien  ne  comprennent  entre  eux  aucun 

point  critique. 

Fig.  io« 


Le  chemin  formé  d'une  ligne  allant  de  x^  au  point 
a  voisin  du  point  critique  a,  tournant  autour  de  ce 
point  et  revenant  en  Xo  par  la  route  dëjà  suivie  pour 
aller  dexo,  est  ce  que  Ton  appelle  un  lacet. 

Nous  avons  figuré  ci-dessus  un  lacet  en  séparant 
Tallcr  du  retour  pour  bien  montrer  comment  le  lacet 
peut  se  substituer  au  contour  C. 

3*^  Si,  entre  le  contour  C  formé  par  le  chemin  reclî- 
ligne  et  le  contour  donné,  il  existait  plusieurs  points 
critiques,  on  pourrait  remplacer  ce  contour  par  une 
série  de  lacets  suivis  de  la  droite  XoOr. 

4^  Supposons  que  le  contour  d'intégration  donné 
rencontre  la  droite  XftX^  enp^q, 

Fig.  ir. 


On  pourra  remplacer  le  chemin  x^lp  par  une  scrîe  de 
lacets  et  par  la  droite   x^p]  ou   est  alors  ramené  au 
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dtemîn  Xopmq^  que  Ton  peut  remplacer  par  une  série 
de  lacets  suivis  de  x^,  et  ainsi  de  suites  donc  : 

Théorème.  —  Tous  les  chemins  que  Von  peut  suivre 
pour  aller  de  x^  nn  x  peuvent  être  remplacés  par  une 
série  de  lacets  ajant  leurs  origines  et  leurs  extrémités 
en  j'o,  suivis  du  contour  rectiligne  x^x  (*). 

Nous  dirons  qu'un  lacet  unit  deux  valeurs  j^,-  et  j'y 
quand  ces  deux  valeurs  de  y  se  permutent  Tune  dans 
Tautre  lorsque  Ton  suit  ce  lacet. 

Mais  nous  préciserons  encore  davantage  :  en  général, 
en  suivant  un  lacet,  on  ne  permute  que  deux  valeurs  de 
la  fonction^  5  toutefois  il  pourra  se  faire  qu'en  suivant 
un  même  lacet  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtienne  une 
permutation  circulaire  des  valeurs  /n  J^aj  yz^  •  •  •  de  /; 
nous  considérerons  comme  distincts  tous  les  lacets  par- 
courus avec  des  valeurs  initiales  différentes  dej^.  Ainsi, 
par  exemple,  si  le  point  a  est  un  point  critique  ordi- 
naire, deux  racines  ji  et  yj,  se  permuteront  Tune  daiis 
l'autre  en  parcourant  ce  lacet ^  nous  le  supposerons 
double,  mais  seulement  pour  la  commodité  du  langage, 
en  sorte  que,  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  initiale  y,, 
nous  le  considérerons  comme  formant  un  premier  lacet 
unissant  yi  à  y^y  et  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  ini- 
tialej';^,  nous  le  considérerons  comme  un  second  lacet 
distinct  du  premier  et  unissant  fk  ^  Ji* 

De  même,  si  au  point  a  trois  valeurs  j-,-,  y^Ji  se  per- 
mutaient entre  elles,  on  aurait  à  considérer  le  lacet  cor- 
respondant comme  triple  :  l'un  des  lacets  simples  unirait 
yt^Jj  et  serait  parcouru  avec  la  valeur  initiale  y,-,  et 


(*)  11  va  sans  dire  que  noua  supposons  que  le  chemin  rcctili{;ne  x^x 
ne  rencontre  pas  de  point  critique.  S'il  en  rencontrait  un,  ce  qui  n'arri- 
vera que  dans  des  cas  tout  particuliers,  il  faudrait,  pour  l'exactitude  du 
théorème,  éviter  ce  point  en  déformant  le  contour  rectili^jc?. 
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ainsi  de  suite.  Ainsi,  au  mot  lacet  est  attacliéc  Ticléc 
d*un  chemin  et  Tidée  d*une  valeur  initiale  de  y  bien 
dclerminée. 

DES  ihtéguàles  elliptiques. 

Dès  les  débuts  du  Calcul  intëgral,  on  est  arrêté  par 
des  difGcuItés  insurmontables  quand  on  veut  calculer  la 
fonction  dont  la  dérivée  dépend  d*un  radical  carré  re  - 
couvrant  un  polynôme  d^un  degré  supérieur  au  second. 
Cette  difGcullé  provient  de  ce  que  la  fonction  cherchée 
dépend  de  nouvelles  transcendantes  irréductibles,  comme 
l'a  prouvé  M.  Liouville,  aux  transcendantes  étudiées 
dans  les  Éléments  ou  aux  fonctions  algébriques.  Le- 
gendre,  qui  soupçonnait  cette  irréductibilité,  s'est  sur- 
tout attaché  à  étudier  les  propriétés  analytiques  des 
transcendantes  les  plus  simples  auxquelles  conduit  le 
Calcul  intégral,  et  a  créé  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

On  donne  le  nom  i! intégrales  elliptiques  k  des  inté- 
grales de  forme  simple,  auxquelles  on  peut  ramener  les 
intégrales  de  la  forme 

où  F(x,  j^)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
à.e  jy  et  où  j^  représente  un  radical  de  la  forme 


y  =1  ^Ax*  -h  Bx"  -+-  C.r^  -h  Dx  -h  E, 

j\,  B,  C,  D,  E  désignant  des  coefficients  constants, 
Nous  supposerons  le  polynôme  placé  sous  le  radical  dé- 
composé en  facteurs,  et  nous  aurons 


G  désignant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire. 
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Oa  simpliCe  la  formule  (i)  en  posant 


on  trouve  alors 

1 

f') 

V=/»(Ç,,)dÇ. 

4>  (^,  y;)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  YI9 
et  m  désignant  le  radical 

j  =  \J(j[a  —  «-+-  (6  —  a)ÇJ[«  —  p  4-  (6  —  P)Ç]. . .  . 

Les  puissances  impaires  de  ^  sous  le  radical  disparaî- 
tront si  Ton  pose 

[a^a)  (^  ~  p)  -h  (tf  -  p)  (3  -  a)  =0, 

d'où  Ton  tire 

2flft  —  (^  -^.  ^)  (a  H-  p)  4-  2ap  =  O, 
2fl^  —  [a -h  b)  [y  -h  i)  ■+■  27^  =  o, 

on 

a  4-  p  —  7  —  ^ 

.  2aB  —  27^ 

a-hP  — 7— ^ 

Ces  équations  montrent  que  a  et  b  sont  racines  d'une 
é(|uatîon  du  second  degré  facile  à  former.  On  pourra 
donc  toujours  supposer  que  la  quantité  placée  sous  le 
radical  y?  ne  contient  que  le  carré  et  la  quatrième  puis- 
sance de  la  variable  Ç. 

Cette  transformation  semble  tomber  en  défaut  quand 
on  a  a  -h  ^  —  7  —  d  =^  o]  mais  alors  on  a 

r  =  V  G[j;'  —  (a  -h  p)*  -h  ap][x'  —  (a  4-  p] J:  4-  7^J, 
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et  il  suffit  de  poser 

pour  faire   disparaître  les  puissances  impaires   de  la 
variable. 

Remarque  /.  —  II  esl  bon  d^observer  que,  si  le  produit 
(x — a){x  —  |3)(î^  —  y){x  —  î)  est  réel,  les  quan- 
tités a  ei  b  pourront  toujours  être  supposées  réelles;  en 
elTet,  la  condition  de  réalité  des  racines  de  Féquatiou 
du  second  degré  qui  fournit  a  et  b  est 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  s'annule  pour 
a  =  y,  a  =  J,  (3  =  y,  |3  =  J,  et  Ton  constate  facilement 
qu'il  est  égal  à  (a  —  7)  (a  — J)  (p  —  y)(P  —  î).  Il  est 
donc  réel  si  a,  |3,  y,  $  sont  réels.  Il  est  encore  réel  si« 
ce  que  Ton  peut  supposer,  a  et  [3  sont  conjugués,  et  si  y 
et  d  sont  réels  ou  conjugués.  Ainsi  donc  on  peut  tou- 
jours supposer  a  et  &  réels  si 

est  un  polynôme  à  coefficients  réels. 

Remarque  11,  —  Si  le  polynôme  placé  sous  le  radical 
Y  uYtait  pas  décomposé  en  facteurs,  en  remplaçant  x  par 

—  et  en  annulant  les  coefficients  de  t  et  f  *  sous  le 

14-6  ^       ^ 

radical,  on  obtiendrait  la  même  simplification. 
Remarque  111,  —  Si  l'on  avait 


^=V^G(^-«)(x~P)(*-7], 
en  posant 


*-«  =  5S 


(  5o9  ) 
on  trouverait 

4>  désignant  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  n. 

Ainsi  toute  intégrale  telle  que  V,  dans  laquelle  y  dé- 
signe un  radical  carré  recouvrant  un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré,  peut  être  ramenée  à  la 
forme 

jr  désignant  un  radical  de  la  forme 


^G(i  -hmx*)(i  -h/iJf*), 


m  et  it  désignant  des  constantes,  et  il  est  clair  qu'en 
posant 


172 


on  pourra  ramener  le  radical  à  la  forme 
Posant  alors 

les  intégrales  que  nous  nous  proposons  d'étudier  pren- 
dront la  forme 

V  =  /F(x,jr)a!r, 

F  désignant  toujours  une  fonction  rationnelle.  Nous 
verrons  par  la  suite  que  la  quantité  A',  à  laquelle  ou  a 
donné  le  nom  de  module,  peut  toujours  être  censée 
réelle  et  moindre  que  Tunité. 


(5,o) 

BÉDUCTIOR    DBS    IHTÉGRÀLES   ELLIPTIQUES 
À    DES    TYPES    SIMPLES. 

Reprenons  l'intégrale 
(i)  Y=:fF[x,j)dx, 

dans  laquelle  nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  supposer 

F(x,^)  peut  toujours  être  mis  sous  la  forme  ^t-^ — 'î 

9  et  <{/  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  et  j\ 
mais  une  fonction  entière  de  x  et  de  ^  peut  toujours 
être  censée  du  premier  degré  en  /,  car  y*  est  une  fonc- 
tion entière  de  x,  jr*  est  le  produit  de  jr  par  une  fonc- 
tion entière  de  Xj  etc.  On  peut  donc  poser 

A,  B,  C,  D  désignant  des  polynômes  entiers  en  x. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction 
par  C  —  D/,  elle  prend  la  forme 

F(.r,^)=M^Nj, 

M  et  N  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x,  et 

N  r* 
comme  Hjr  =  — ^— ,  on  peut  encore  écrire 

P 

F(x,7)==M-4--, 

P  désignant  une  nouvelle  fonction  rationnelle  de  x  ;  la 
formule  (i)  donne  alors 

\=fMdxH-fP  —  ' 
La  première  intégrale  s^obtieiit  par  des  procédés  bieii 


(5.1  ) 
connas  et  peat  s*expriiner  au  moyen  des  logarithmes  et 
des  fondions  rationnelles.  Il  reste  alors  à  ctudîer  les  in- 
tégrales de  la  forme 

Je  dis  que  Ton  peut  toujours  supposer  qu'il  n'entre 
dans  l'expression  de  P  que  des  puissances  paires  de  x\ 

en  effet,  on  peut  poser 

^      H  -f-  Kjt 

P  =  -î i— > 

1  -t-  Lx 

H,  K,  I,  L  désignant  des  polynômes  entiers  en  x^^  et, 
par  suite,  on  a 

(H-4-Kg](T  — Lx)^ 
P  peut  donc  être  censé  de  la  forme 

M  -1-  N.r 


S 


» 


M,  N,  S  désignant  des  polynômes  entiers  en  x^.  La 
formule  (2)  donne  alors 


U=    1  — h   I  ~  jr 

J    ^  X      J  S      y 


La  seconde  intégrale,  en  posant  x*  =  r,  prend  la  forme 

dz 


ff[^]  -7 


on  f(z)  est  rationnel  en  Z)  elle  pourra  donc  s'obieuir 
par  le\  procédés  enseignés  dans  les  Éléments  du  Calcul 
intégral.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  s'occuper  des  inté- 
grales de  la  forme  (a),  dans  lesquelles  P  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de  x. 

La  fonction  P,  étant  décomposée  en  éléments  simples, 


(5.a) 

se  composera  de  termes  de  la  forme  Ax^*»  et  y—^-  —^^    > 

m,  A  et  a  désignant  des  constantes,  et  l'intégrale  U  se 
composera  elle-même  de  termes  réductibles  aux  formes 


dx.     (?  =  /  — ■ 


y^'y 


L*intégra1e  li  peut  encore  se  simplifier,  et  Ton  peut  tou- 
jours supposer  m  =  o  ou  m  =  i  :  il  suffît  pour  cela  d^ob- 
server  que  Ton  a 

r  .     .    n 7-, n        flx'* -h  A  j?*"~' -f- e.r*"-<   . 

rf[.r'—  s'(i-x')(i-A'x>)]  =        ^.=^=-djc, 

a^  bj  c  désignant  des  constantes  que  Ton  déterminera  en 
faisant  les  calculs  indiqués;  on  en  conclut  la  formule  de 
réduction 

/J.1W                           /"x*"""*                          Z'x*"'""* 
—  dx  -h  b  I   -^ dr-hcj  dx^ 

—  dx  de  proche  en  proche, 
quand  on  connaîtra 


rdc  TjrV/.r 


il  sut  tira  pour  cela  d'y  faire  successivement  m  =  2,  3, ... . 
Quanta  l'intégrale  v  elle  est,  à  un  facteur  constant  près, 
la  dérivée  prise  par  rapport  à  a^  de  celle  que  l'on  ob- 
tient en  supposant  m  ==  i. 

DES    TRAirSCENDAlTTES    DE    LEGENDRE    ET    DE   JACOBI. 

En  définitive,  les  intégrales  de  la  forme 

fF(Xyy)dx, 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  de  œ  et  d'un  ra- 
dical carré  recouvrant  un  polynôme  du  quatrième  de- 


(  5i3  ) 
gré,  peuvent  se  calculer  au  moyen  des  fondions  algé- 
briques,  logarilhmiques,   circulaires,  et  au  moyen  de 
iroîs  transcendantes  nouvelles  : 

/dr 


eu 

dr 


J    ('+« 


x^)^[i  —  a:')[i  — /-^x») 


La  première  est,  comme  ou  le  verra,  la  plus  impor- 
tante :  ce  sont  les  trois  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière, de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Legendre  pose  x=sincp;  les  trois  intégrales  précé- 
dentes deviennent  alors,  en  prenant  pour  limites  infé- 
rieures zéro, 

f         df» 

.  9 

yi  —  /'sin*7 


X' 


i  r^      do  I   r?  / . 


et 

?  dtp 

Iq    [i — flsin*ç)\/i — X'sin'y 


i 


la  première  était  pour  Legendre  l'intégrale  de  première 

espèce,  Tintégrale  /    ^i  —  A*sin*9  d(f  était  Finlégrale 

de  deuxième  espèce,  la  troisième  était  Tintégrale  de  troi- 
sième espèce.  L'intégrale  de  deuxième  espèce  représente 
Tare  d^ellipse  exprimé  en  fonction  de  Tanomalie  excen- 
trique de  son  extrémité. 

(^  est  ce  que  Legendre  appelait  Vamplitude  des  trois 

Stubh.  —  An,f  II.  33 


(5,4) 
intëgrales,  h  porte  le  nom  de  module,  a  est  ]e  para* 
mètre  de  l'intégrale  de  troisième  espèce. 

Legeiidre,  dans  son  Traité  des  fonctions  elliptiques, 
ctudîe  surtout  les  propriétés  des  trois  intégrales  que 
nous  venons  de  signaler,  et  indique  le  moyen  d'en  con- 
struire des  Tables.  Mais  Abel  et  Jacobi,  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  élevé,  ont  considéré  les  in- 
tégrales elliptiques  comme  des  fonctions  inverses;  pour 
bien  faire  saisir  la  pensée  qui  a  guidé  ces  géomètres 
dans  leurs  recherches,  nous  ferons  observer  que  les  loga  - 
riihmes  et  les  fonctions  circulaires  inverses  pourraient 
être  déGnies  par  les  formules 

logx=  I      — >     arcsmx=  I      -— -t=r 
Ji     ^  Jo   v^  — ■^' 

et  auraient  certainement  été  étudiées  avant  Texponen- 
tielle,  le  sinus,  etc.,  si  ces  fonctions  directes  n'avaient 
pas  été  fournies  par  des  considérations  élémentaires.  Le 
lil  de  Tinduction  devait  laisser  penser  que  l'intégrale 


•  •  • 


«/o 


fix 


'o   y  [i  — Jî*'j(i  — A^x^j 

ne  définissait  pas  une  fonction  aussi  intéressante  que 
^n  inverse. 

ÉTUDE  DE  L  IfïTÉGRALE    /       -, -_    '     - =r-r 

Avant  d'étudier  la  fonction  elliptique,  il  convient^ 
pour  la  commodité  de  Texposition,  d*étudier  Tinlégralc 
un  peu  plus  générale 

dr 


L   i/(r- 


»  v'lr-«J(r-PJlr-7J(j'-«^ 
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X  est  une  fonction  ëyidemment  continue  de  y^  tant 
que  y  n'est  égal  à  aucune  des  quantités  a,  |3,  7,  î,  oo  ,  et 
réciproquement  y  sera  une  fonction  continue  de  x\  et, 
lors  même  que  /  passe  par  la  valeur  a  par  exemple, 
X  reste  continu.  En  effet,  posant  x=f[y)^  on  a 


v^r-«v(^--p](jr~"7)(7->)  ' 

cette  expression  est  finie  comme  l'on  sait-,  on  a  aussi 

./o       Vr--«v'Cr-p)(r-7)(r-*) 

et,  par  suite, 


soient  M  une  quantité  dont  le  module  reste  supérieur  à 
celui  de  ——r. — .   ^  ^ _ — — 9  c  une  quantité  dont  le 

module  est  au  plus  égal  à  i ,  on  aura 

r-^^      dy  - 

/(a-h/i)-/(a)=:Mf    /  —Z^  =  ^]SU^/i; 

cette  quantité  est  bien  infiniment  petite.  Ainsi  : 

Théorème  I.  —  La  fonction  x  et,  par  suite,  son  in^ 
verseysont  continues,  excepté  quand  y  ou  x  sont  infinis. 

Pour  préciser  le  sens  de  la  fonction  x,  il  faut  sup- 
poser que,  pourj^  =  o,  le  radical  ait  une  valeur  déter- 
minée, que  nous  représenterons  par  -t-  y/ap/d,  et  quand 
je  dis  que,  pour/  =  o,  le  radical  a  cette  valeur,  j'entends 

parla  que  l'intégrale  est  engendrée  avec  la  valeur -f-  v/ajiytf 
qui  pourra  prendre  au  point  o  la  valeur  —  sja^yà  quand 


(  3i6  ) 

(a  variable  y  reviendra  en  ce  point.  Cela  posé^ 

Théorème  IL  —  La  fonction  y  admet  deux  périodes . 

En  effet,  les  contours  que  Ton  peut  suivre  pour  en- 
gendrer l'intégrale  x  peuvent  se  ramener  :  i^  au  con- 
tour rectiligne  oy -^  2^  à  ce  contour  précédé  de  contours 
fermés  aboutissant  en  o  et  formés  de  lacets. 

Soient  A,B,  C,  D  les  valeurs  que  prend  Tiiitcgrale 
autour  des  lacets  relatifs  aux  points  a,  j3,  y^  $. 

Appelons  i  la  valeur  que  prend  Tintégrale  x  quand  le 
chemin  que  suit  la  variable  y  est  le  contour  recti- 
ligne oy\  X  pourra  prendre  les  valeurs  suivantes  :  1^  la 
valeur  i  ;  a*»  les  valeurs  A  —  i,  B  —  i,  C  —  «,  D  —  ^  (  *) . 

En  effet,  par  exemple,  la  variable  y  parcourant  d'a- 
bord le  lacet  A  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  ré- 
trograde, X  prend  la  valeur  A,  le  radical  revient  en  o 
avec  sa  valeur  primitive  changée  de  signe,  la  variable 
décrivant  ensuite  le  chemin  O)  ,  Tintégrale  prend  le 
long  de  ce  chemin  la  valeur  — /,  et  rintcgrale  totale  se 
réduit  à  A  —  /. 

3^  En  général,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel  on 
parcourt  un  lacet,  la  valeur  de  l'intégrale  ne  dépend 
que  du  signe  du  radical  à  l'entrée  du  lacet,  et  ce  signe 
change  à  la  sortie  du  lacet;  il  en  résulte  que,  si  la  valeur 
initiale  du  radical  est  précédée  du  signe  H-,  la  valeur 
générale  de  x  sera 

A  —  B  -f-  C  —  D  H- . .  .±1 /, 


{*)  L'intégrale  le  long  d'un  lacet  est  facile  à  calculer;  supposons  qu'il 
s'agisse  du  lacet  relatif  au  point  a,  elle  se  composera  de  l'inlëgrale  recti- 
ligne (Oa),  de  l'intégrale  prise  le  long  du  chemin  circulaire  décrit  au- 
tour de  a,  intégrale  nulle,  et  de  l'intégrale  rectiligne  (aO),  laquelle  est 
égale  à  (Oa)  parce  qu'elle  est  parcourue  en  sens  inverse  de  (  Oa)  et  avec 
le  signe  —  placé  devant  le  radical.  Ainsi  A  =  a  (Oa  )  ;  le  radical,  en  effet, 
ciiange  de  signe  quand  le  point  j  tourne  autour  de  a. 
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le  signe  de  î  étant  -4-  s'il  est  précédé  d'un  nombre  pair 
de  termes,  —  s'il  est  précédé  d'un  nombre  impair  de 
termes  ]  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

P  r=/w,(A  — B)-+-m,(A  —C)  -+-iiî,(A  —  D) 

-+-m,(B  —  C)  -|-wis(B  —  D)-+-/Wfl(C— D], 

nji^m^ me  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 

les  valeurs  de  x  seront  de  la  forme 

i  P-+-/,     P-f-A-f,     P-x-B-/, 
^  j  P  -h  C  —  /,     P  -+-  D  —  /, 

que  l'on  peut  simplifier.  Eu  efTet,  si  l'on  intègre 


f 


le  long  d'un  cercle  de  rayon  inGni  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  on  obtient  un  résultat  nul,  mais  cette  in* 
tégrale  est  aussi  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises 
successivement  le  long  des  quatre  lacets;  donc 

A  — B-<-C  — D  =  o, 

si  Ton  pose 

A  —  B  =  a>,     B  —  Cnircr, 

on  aura 

B=:A  — «,     C  =  A— w  — ij,     D  =  A  —  B-f-C— A— o, 
A  —  B  =  cT,     A  —  C  =  »-|-Br,     A  —  D:=rtj, 

B— C=CJ,       B— D  =  CT  —  0),       C— D=::— w. 

r.a  quantité  P  est  donc  de  la  forme  moi)  4-'zc7,  et  les  di- 
verses valeurs  de  x  de  la  forme 

m«-f-wcj-f-/    ou     /»» -i-'/iCT  4- A  —  /. 

Les  quantités  m  et  n  désignantdes  entiers  quelconques, 
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il  résulte  de  là  que,  si  Ton  faît^  =f{x)^  on  aura 

(4)     /[moi-h  n tj -h  i)  =  f  [fil vi-^-nxj-i-  A — i)  ==/(/); 

la  fonction  y  admet  donc  les  deux  périodes  (ù  et  u. 

Si  nous>  partageons  le  plan  en  une  inGnité  de  parallé- 
logrammes, dont  les  côtés  soient  &>  et  cr,  ces  parallélo- 
grammes porteront  le  nom  de  parallélogrammes  des  pé- 
riodes, et  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IIL  —  Dans  chaque  parallélogramme  des 
périodes  y  la  fonction  y  prend  deux  fois  la  même  valeur 
pour  deux  valeurs  distinctes  de  x. 

On  peut  démontrer  directement  que  la  fonction  j^  est 
monodrome  dans  toute  Tétendue  du  plan.  En  eflet,  si  le 
pointj^  se  meut  dans  une  portion  du  plan  qui  ne  con- 
tient pas  des  points  critiques,  x  reste  fonction  mono- 
drome dey,  et  l'équation 


(A) 


I  ri'-  -r-^  —  X  =:  O 


fournit  une  série  de  valeurs  de  x  comprises  dans  un  cer- 
tain contour  C.  Réciproquement,  la  racine  y  de  cette 
équation  ne  pourra  cesser  d'être  monodrome  qu'autour 
des  points  où  y  acquerrait  des  valeurs  multiples  ou  au- 
tour desquels  le  premier  membic  de  Péqualion  cesse- 
rait d'être  monodrome  ou  fini  par  rapport  à  7",  or,  la 
dérivée  du  premier  membre  de  notre  équation  relative 
à  ^  ne  s'annule  que  pour/  =  oo  ;  les  seuls  points  oiiy 
pourrait  cesser  d'être  monodrome  correspondent  donc  à 
;'  =  «,  P,7,Jetoo, 

Posons  donc 

dr dz 

ilx  dx  ' 


.(5j9) 

la  formule  (Â)  deviendra 


i: 


—  4r  =  o. 


La  fonction  s  ne  cesse  évidemment  pas  d'être  mono- 
drome  autour  du  point  z=  o,et,  par  suite,j^  ne  cesse 
pas  d'être  monodroine  autour  du  point  a  (a,  |3,  y  sont, 
bien  entendu,  supposés  diflérents  les  uns  des  autres). 

Si  Ton  veut  étudier  ce  qui  se  passe  autour  du  point 
or  =  J,  pour  lequel j^  =  oo  ,  on  posera 

I 

on  aura  alors,  au  lieu  de  la  formule  (A), 

cfz 


j 

«/QO 


et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  cette 
équation,  pour  y  =  co  ou  pour  2  =  0,  ne  cesse  pas 
d'être  monodrome  par  rapport  à  x. 

Nous  verrons  plus  loin  une  démonstration  lumineuse 
de  ces  résultats,  mais  il  était  nécessaire  de  présenter  ces 
considérations  pour  faire  comprendre  l'esprit  qui  nous 
guide  dans  nos  recherches. 

Notre  but  dans  ce  paragraphe  était  de  montrer  com- 
ment on  pouvait  être  conduit  à  concevoir  des  fonctions 
possédant  deux  périodes. 

ÉTUDE    ET    DISCUSSION    DE    LÀ    FONCTIOIf    siu  amX. 

Considérons  l'intégrale 
qui  est  la  plus  simple  de  celles  auxquelles  se  ramènent 
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les   intégrales  que  nous  avons  considérëes  plus  haut 

Legend  reposait 

y  =  sin  r; 

il  obtenait  alors  la  relation 

sr. 


9  était  ce  qu^il  appelait  Famplitude  de  Tintégrale  x. 
Alors,  en  posant  9=  amx,  on  a 

y  =  sinanijr; 

le  nom  de  sînamo:  est  resté  à  ^considéré  comme  fonc- 
tion de  X.  Nous  adopterons  la  notation  de  Gudcrmann, 
plus  simple  que  la  précédente,  due  à  Jacobi,  et  noas 

aurons 

y  =sinam;r  r=:snj?, 


^i^-^=r=  cosamx  =  cnx , 
^1  —  k}y^'=-  dnx, 

=  tangam  ar  =  tn  x. 


Nous  reviendrons  d^ailleurs  sur  ces  formules  pour  en 
préciser  le  sens  et  déterminer  le  signe  qui  convient  à 
chaque  radical.  Dans  ce  qui  va  suivre,  h  sera  quel- 
conque, mais,  dans  la  pratique,  h  sera  généralement 
réel  et  moindre  que  Punité. 

D*après  ce  qu*on  a  vu  au  paragraphe  précédent  : 
1^  La    fonction  snx  sera  continue,  monodrome  et 
monogène  d'ans  toute  Tétendue  du  plan. 
2^  Elle  possédera  deux  périodes  «  Tune 

correspondant  aux  deux  lacets  successifs  et  relatifs  aux 
points   critiques  — i  et-Hi.  Nous  rappellerons  4Kî 


(5ai  ) 
nous  observerons  qu'elle  est  réelle  quand  k  est  rdcl,  et 
d'ailleurs  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue, 

rfr 


l'autre  période  est 


A  désignant,  pour  abréger,  le  radical^  on  peut  la  repré' 
senler  par  aK'  y  —  i ,  en  posant 

Si  1*011  fait 

p  +  /'»  =  !,     I  —  A-^^»  =  A'»/>, 
on  trouve 

rj^r ^' 

k  est  ce  que  Ton  appelle  le  module^ 

A'  est  le  module  complémentaire j 

K  est  V intégrale  complète .^ 

¥%!  esl  y  intégrale  complète  complémentaire. 

Ainsi  les  côtés  du  parallélogramme  des  périodes  sont 

4Kei  aK\^. 

3°  La  fonciion  snor  passe  deux  fois  par  la  même  va- 
leur dans  le  parallélogramme,  et,  d*après  la  discussion 
faite  au  paragraphe  précédent, 

sn  (^K  —  J^)  =  snx. 

4°  La  fonction  sni:  s'annule  en  particulier  deux  fois 
dans  chaque  parallélogramme,  et  comme  on  a  évidem* 
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nient  sno  =  o,  les  zéros  de  snx  sont   donnes  par  les 
formules  o  et  2K,  on,  plus  généralement, 


2(2/» -h  ijK -^-2  K'/zy— 1  ) 

5®  Clierchons  les  infinis  de  sno:.   L^un    d^cux  sera 
donné  par  la  formule 


a  =  I       -^ou2a=l  -^ 

Jo       ^  J-00      ^ 


et  Ton  peut  supposer  que  le  contour  d'intégration  soit 
rectiligne  en  laissant  d'un  môme  côté  de  lui-même  les 

points  critiques  -{-  i  et  -+-75  et,  de  Tautre  côté,  —  1  cl 

A' 

—  -r;  mais  un  tel  contour  peut  être  remplacé  par  un 

demi-cercle  de  rayon  infini  décrit  sur  lui-même  comme 
diamètre,  à  la  condition  d'y  adjoindre  les  deux  lacets 
relatifs  aux  points  critiques.  Or  le  contour  circulaire 
donne  une  intégrale  nulle;  on  a  donc 


et,  par  suite, 

ar^K'\/=l,     et     sn(K-f-KV^)  =T- 


Ainsi  l'un  des  infinis  de  snj:  est  K'^ — 1,  et,    comme 

sn(2K  —  x)  =snx,  un  autre  infini  sera  2R —  Ky/ —  4. 
En  général,  les  infinis  de  snx  seront 


4wK-f-(2/n-i)K'V--ï  

2(2/11-}- i)K.-4-'^2in-i)KV—i) 
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6^  Od  a,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

snx  =  —  sn(  —  x). 

7"  snK'y — I  étant  infînî,  posons,  dans  Téquation 

f/r 


jr=^  —  ï  x  =  K'  y  —  I  -\-  t  :  nous  aurons 


d*où  nous  concluons,  ^  s'annulaut  avec  ^, 

«  =  ±:sn/  =  =bsn( — K'v'-— i  -h*}  =±:sn(KV---î  -f- «)i 

et,  par  suite, 

sn(KV— i-+-^j  =  T— -; 

or  pour  a;  =  K  on  trouve  t  :  donc 

Sn  (  K'  i/ I    -f-  37  y  =  -j 

'       ATsnar 

8°  Enfin  Ton  a 

sn  (  K)  =  I,     sn  (K  -T-  KV~)  =  7- 

n 
SUR   LES    FONCTIONS    DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES. 

La  discussion  faite  au  paragraphe  précédent  nous  a 
révélé  r existence  de  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes  possédant  deux  périodes.  Ces  fonctions  (et  les 
fonctions  elliptiques  sont  les  plus  simples  d'enlie  flics) 
jouissent  de  propriétés  communes  qui  peuvent  en  sim- 
plifier Tétude*,  nous  commencerons  par  faire  connaître 
ces  propriétés. 

Sans  doute  une  bonne  partie  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  pourrait  être  faite,  et  même  a  été  édi- 
fiée avant  la  découverte,    toute  récente,   de  ces  pro- 
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priétés;  mais  leur  connaissance  explique  bien  dos 
luélhodes  d'investigation  qui  pourraient,  sans  cela, 
èlre  regardées  comme  des  artifices  de  calci\l  heureux, 
mais  peu  propres  à  éclairer  sur  la  méthode  d'invention. 

Théorème  I.  —  //  n  existe  pas  de  fonction  mono- 
dronie  et  monogène  possédant  deux  périodes  réelles  et 
distinctes. 

En  effet,  si  la  fonction  y  (x)  possédait  les  deux  pé- 
riodes od  et  cj,  on  aurait 

/(or -h  mtù  4-/ïo)  =/(x), 

/M  et  n  désignant  deux  entiers  quelconques.  Or,  si  eo  et  cr 
sont  commensurables,  soit  a  leur  plus  grande  commune 
mesure  et 

Si  Ton  pose 

mk  -\-  ni  =r.  ï , 

cette  équation  aura  toujours  une  solution,  car  h  el  l 
peuvent  être  censés  premiers  entre  eux.  On  aura  donc 

par  suite 

a  serait  donc  une  période  et  o)  et  tj  seraient  ses  mul- 
tiples. Si  0)  et  CT  sont  incommensurables,  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  la  formule 

mu  -\-  nxs  =  8, 
où  e  est  très-petit.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  de  ré- 
duire -  en  fraction  continue  :  soit-  une    réduite  quel- 

conque,^ la  réduite  suivante;  —  sera  compris  entre  ces 
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deux  réduites  dont  la  différence  —,  tend  vers  zéro.  On 
pourra  donq  poser,  en  supposant  o  <  6  <  i , 

-  =    +  — 
et 

niq  ~>r  np        nO 


r      p      M     r^ 

L  7  7?  J  L 


1  77  J 

Or  on  peut,  eu  supposant-  irréductible  (ce  qui  a  lieu 

pour  les  réduites  d'une  fraction  continue),  prendre 
mq  -\-  np  =  15  mais  m  et  n  sont  le  numérateur  ei  le  dé- 
nominateur de  la  réduite  qui  précède  -\  donc  -r  <!  1 

7  7 

et  mû)  -f-  nxs  se  réduit  à  une  quantité  moindre  que  —  5 
c*cst-i-dire  aussi  petite  que  Ton  veut  e.  On  aurait  donc 

/(.r  +  i)=/(x)      ou     f[x-\-z]"    f[x]zzzO, 

c  étant  aussi  petit  que  Ton  veut.  La  fonction 

/{x-i-e)~/[x)  =  o 

admettrait  donc  une  induite  de  racines  s,  2e,  3e,.  •• 
dans  un  espace  fini  du  plan;  Tintégrale 


f. 


^.z)-/[.c) 


dz 


serait  donc  infinie,  ce  qui  est  absurde.  Il  est  évident  que 
deux  périodes  dont  le  rapport  est  réel  ne  peuvent  pas 
coexister  non  plus.  En  eilet,  soit  r  le  rapport  des  pé- 
riodes \  on  pourra  poser 


6)  =  ro, 
5t  Ton  aura 


/(r-|-»)=/(4r),    /(a:-|-rw)=/(x) 
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ou 


^(=-)=K!)'  n^')=^(= 


en  désignant  par  F  (- )  la  fonciion/(x)  ;  x  étant  quel- 


conque,  on  aurait 


F(x4-i)  -hF(ar),      F(x-4-r)  =  F(x), 

et  la  fonction  F  aurait  les  périodes  réelles  i  et  r. 

Théorème  TI.  —  Une  fonction  monodrome,  mono- 
gène  et  continue  ne  saurait  avoir  plus  de  deux  pe- 
riodes. 

En  effet,  soient  a-j-b  ^ — i,  a  '-f-  b'  y/ — i,  af'  -h  i"  y/ — i 
trois  périodes  de  la  fonction  y  (x),  s'il  est  possible.  Je 
dis  que  Ton  pourra  toujours  trouver  trois  entiers  m, 
m',  z?/^,  tels  que  Ton  ait 

fl"'  =  ma  -4-  m'a'  -+■  m" a"  <C  f , 
r  —  mù  -h  m' b'  -^  m" h"  <  «, 

e  étant  un  nombre  si  petit  que  Ton  voudra.  Eu  effet, 
considérons  la  quantité 

on  pourra  toujours,  comme  on  Ta  vu  dans  la  démon- 
stration du  théorème  précédent,  choisir  m  et  ni  de  telle 
sorte  que  ol"V*  —  V" a'*  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée,  et  même  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

^       ^„a"                    ab^^ba"           ,  a' b'' -  b' a^  ^  ^ 
^-^Y'     ou      m ~ 4-/7I    ^„ <J, 

c'est-à-dire,  eu  valeur  absolue, 


a" 


(1)  «-<^H-r       . 


^ 


b' 
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maïs  m  et  ni  ayant  été  ainsi  déterminés,  on  pourrn  tou- 
jours choisir  w!*  de  telle  sorte  que  Ton  ait  en  valeur 

absolue 

b"  mb         ,b'  ^  ^  1 

^     ou     >^,,-|-m'p4-m-'<-, 

et,  par  conséquent. 

On  pourra  donc,  en  vertu  de  (i),  prendre 

(a*^)  désignant  la  valeur  absolue  de  a",  ou,  en  définitive, 

prendre ^ï"'^^^ — ^- Or,  de  (a),  on  tire  i'"  <  — ^;  ainsi 

on  pourra  prendre  a"'  et  i'''  moindres  en  valeur  absolue 
que  les  demi-valeurs  absolues  de  a!'  et  b".  Cela  étant, 
considérons  les  quantités 

fl»^  =r  n'a'  ~h  n^a"  -+■  n'a'^^ 
b'^^rib'  -\-n"b"  -^-n'^b"',      . 

on  pourra  choisir  les  entiers  n\  n"y  n"'  de  telle  sorte 

o*'  b" 

que  Ton  ait  en  valeur  absolue  a'^  <^  —  »  i'^  <^ — .  On 

pourra  déterminer  d'une  façon   analogue  des  nombres 

à'  <C  —  »  6^  <C!  — 5  et  ainsi  de  suite  :  mais  a!'\  a**,  a^, . . . 

sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  a, 
fi\  a^;  de  même  6'",   6"^,  i"^,  . .  .    sont    des    fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  i,  b\  b"  \  ces  fonctions 
linéaires  vont  en  décroissant,  au   moins   aussi  rapide-, 
ment  que  les  termes  de  la  progression  géométrique  de 

raison  -*,  donc  elles  peuvent  être  prises  moindres  que 

toute  quantité  donnée.  c.  q.  f.  d. 
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Si  donc  la  fonction  y  (.r)  admettait  les  trois  périodes 
a-^byj — 7,  al -^V yl — 1,  d*  A-¥ ^ — i,  elle  admet- 
trait une  période  aS^^  -4-  6^'^  \^ — i  de  module  aussi  petit 
que  Ton  voudrait;  f{^x  -+-  e)  — f{^)  =  o  aurait  donc 
une  infinité  de  racines  dans  un  espace  limité,  ce  qui  est 
absurde.  Il  n*y  aurait  d* exception  à  cette  conclusion 
que  si  Pun  des  nombres  a-^  et  son  correspondant  hi  s'an- 
nulaient rigoureusement.  Mais  alors,  en  appelant  o),  co', 
0)^,  pour  abréger,  les  trois  périodes  et  en  désignant  par 
m,  ni^  m!'  trois  entiers,  on  aurait 

(i)  m» -+-m'ft)''-i- /72"«'' =  o. 

Soient  n\  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  m',  et  fA, 
[i!  les  quotients  de  m  et  nJ  par  m',  \  si  l'on  pose 

,11        * 

/lu  -h  «'«'  =  a)|y 

on  pourra  toujours  choisir  n  et  n'  de  telle  sorte  que  le 
déterminant  yin' — ny!  soit  égala  i  pour  des  valeurs 
entières  de  n  ei  n!\  alors  ci>  et  ci>'  s'exprimeront  en  fonc- 
tions linéaires  de o)'j  et  cOi,  à  coefficients  entiers.  On  aura 
ensuite,  au  lieu  de  (i), 

//ï,  w,  -+-  /w   «"^  o. 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  formule  par  le  plus 

grand  commun  diviseur  de  ni^  et  de  m!\  elle  prend   la 

forme 

P, «',  -H  i»-"^"  =  o. 

el  si  Ton  prend  //,  ul'  —  //"p ^  =  i ,  ce  qui  est  possible,  et 
si  Ion  pose 

/î,  Wj  H-  «   oj   =  Wj, 

w'i  et  &)"  seront  des  multiples  de  t*>\.  En  résumé,  w  el  û> 
sont  fonctions  linéaires  et  à  coefficients  entiers  de  o)',  ut 
de  oi)i,  c*cst-à-dire  de  co,  et  de  Gt)|.  Il  en  est  de  même 
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de  (o^;  nos  trois  périodes  se  réduisent  donc  à  deux  de  la 

forme pui",  -\-  qtù^^  p  et  q  désignant  des  entiers. 

THÉORÈME    DE   M.    HERMITE. 

Théorème.  —  Lintégrale  d'une  fonction  double- 
ment périodique  prise  le  long  d'un  parallélogramme 
de  périodes  est  nulle. 

Ce  théorème,  ou  plutôt  cette  remarque  fondamen- 
tale, est  due  à  M.  Hermite  :clle  est  presque  évidente.  En 
effet,  le  long  de  deux  côtés  opposés,  la  fonction  prend 
les  mêmes  valeurs,  mais  la  différentielle  de  la  variable 
y  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  con traitas;  la 
somme  des  intégrales  prises  le  long  des  côtés  opposés  est 
donc  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  Tintégrale  totale. 

Première  conséquence.  — Une  fonction  doublement 
périodique  s'annule  au  moins  une  fois  et  devient  infinie 
au  moins  une  fois  dans  chaque  parallélogramme  des  pé- 
riodes, car  sans  quoi  elle  ne  deviendrait  jamais  ni  nulle 
ni  infinie;  mais  le  théorème  de  M.  Hermite  nous  ap- 
prend que  dans  chaque  parallélogramme  il  y  a  au  moins 
deux  infinis  et  deux  zéros. 

En  eflet,  si  dans  un  parallélogramme  il  n*y  avait 
quun  infini,  Tintégrale  prise  le  long  du  parallé- 
logramme serait  égale  au  résidu  relatif  à  cet  infini  multi- 
plié par  air  y  —  i.  Or  ce  résidu  ne  saurait  être  nul; 
donc  il  ne  saurait  y  avoir  un  seul  infini  dans  le  parallé- 
logramme :  il  ne  saurait  non  plus  y  avoir  un  seul  zéro, 
caria  fonction  inverse  n'aurait  qu'un  seul  infini. 

Deuxième  conséquence.  —  Dans  chaque  parallé^ 
logrammcy  il  y  a  autant  rie  zéros  que  d^  infinis. 

En  effet,  soity^(z)   une  fonction  à  deux   périodes, 

Tj—{  aura  les  mêmes  périodes  ^  en  l'intégrant 

air  ^  — I  /(*) 

STuaif.  ^  jin.,  lî.  34 
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le  long  d'un  parallélogramme,  on  doit  trouver  zéro,  «m 
la  diflérence  entre  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis  de 
f{z):  celle  difTérence  est  donc  nulle. 

Troisième  conséquence.   —  En  intégrant 

le  long  du  parallélogramme  des  périodes,  et  en  appe- 
lant co  et  GJ  les  périodes,  on  trouve  la  différence  entre 
la  somme  des  zéros  et  celle  des  infinis  contenus  dans  ce 
parallélogramme^  elle  est 

La  première  intégrale  est  prise  le  long  delà  période  C7, 
cl  la  seconde  le  long  de  la  période  tA\  en  edectuant,  ou  a 

=       —  »  log -. h  CT  log -~ ■■ 

2irv-iL      ^   yi*j  J{'-i  J 

ou^en  appelant  m  et  n  des  entiers, 

[n  logi  —  wlogi]  =  ntxa  -H  «w; 

cette  quantité  est  une  période. 

Quatrième  cohséquence.  —   Une  fonction  ffouble 
ment  périodique,  qui  admet  n  infinis,  ou,  ce  qui  rei^ient 
au  même,   n  zéros  dans  un  parallélogramme  de  pé- 
riodes, passe  aussi  n  fois  par  la  même  valeur  a  à  Vin-- 
té  rieur  de  ce  parallélogramme. 

En  effet,  soît/(j:)  une  telle  fonclîon,/(x)  —  a  aura 
aussi  n  infinis  et,  par  suite,  /i  zéros;  donc/ (x)  passe 
n  fois  par  la  valeur  a» 

Une   fonction   doublement   périodique   qui    possède 
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n  infinis  dans  un  parallélogramme  ëlëmen taire  est  dite 
d* ordre  n. 

La  somme  des  valeurs  de  la  variable  x,  pour  les- 
quelles/(x)  prend  la  même  valeur,  est  constante  à  des 
multiples  des  périodes  près;  en  effet,  d'après  ce  que  Ton 
a  vu  (troisième  conséquence), y*(z)  —  a  est  nul  pour 
n  valeurs  de  z  qui,  à  un  multiple  des  périodes  près,  ont 
une  somme  égaie  a  celle  des  infinis  dey*(j:). 

Il  n'y  a  pas  de  fonctions  du  premier  ordre,  puisque 
toute  fonction  à  deux  périodes  a  au  moins  deux  inGnis 
dans  chaque  parallélogramme  élémentaire,  et  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  les  plus  simples  sont  au 
moins  du  second  ordre. 

Nous  allons  maintenant  essayer  d'établir  directement 
Texislence  des  fonctions  monodromes,  monogènes,  cou- 
tinues  et  doublement  périodiques. 


REMA.11QUES    RELATIVES    AUX    PRODUITS    INFINIS. 

Nous  allons  bientôt  avoir  à  considérer  des  produits 
de  la  forme 


'W=  n    n  0+^ 


m— — •        ii=— • 

et  il  est  bon  de  montrer  dès  à  présent  que  la  valeur  du 
produit  en  question  dépend  de  la  manière  dont  on  l'ef- 
fectue, c'est-à-dire,  en  définitive,  de  l'ordre  des  facteurs. 
Considérons,  en  effet,  m  ei  n  comme  les  coordonnées 
d'un  point,  et  faisons  le  produit  de  tous  les  facteurs  cor- 
respondant a  des  valeurs  de  m  et  n  intérieures  à  une 
courbe  Ci  et  de  tous  les  facteurs  correspondant  à  des  va- 
leurs de  m  et  n  intérieures  à  uue  courbe  Cf  Soient  P| 
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et  P|  les  produits,  on  aura 


?i=n('H- — - ) 


m  et  71  désignant  les  valeurs  entières  comprises  entre  les 
deux  contours  Ci  et  C|.  On  en  tire 

logP.— logP, 

=  21ogfn- •) 

\  a  -{-  /fi  (a  -h  ft  ta  j 

On  voit  que  logP^  —  logP^  peut  être  infini  \  mais 
il  peut  aussi  être  fini  :   c'est  ce  qui   arrivera  quand 

;  sera  fini.  C'est  ce  qui  arrivera  encore 

«  -h  //iw  -h  /i»  * 

lorsque,  ^^ >  étant  nul,  parce  que  les  deux 

contours  ont  pour  centre  Torici ne     y  ■-, ^ -rn 

ne  sera  pas  nul  :  ce  cas  remarquable  a  été  examiné  par 
M.  Cayley.  En  désignant  par  A  la  valeur  de  cette 
somme,  on  aura,  en  négligeant  des  termes  infiniment 
petits, 

logP,—  logP,  = ^> 

et,  par  suite, 

P        -^ 

P. 

L'ordre  dans  lequel  on  effectue  le  produit,  même  en  pre* 
nant  autant  de  termes  positifs  que  de  termes  négatifs 
dans  chaque  produit  partiel,  peut  influer  sur  le  résultat 

—  i£? 
en  introduisant  une  exponentielle  de  la  forme  g        ; 
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c'est  ce  qui  nous  permettra  d'expliquer  un  paradoxe  que 
nous  rencontrerons  plus  loin. 


SUR   LES    FOKCTIONS    AUXILIAIRES  DE    JACOBU 

Essayons  maintenant  de  former  directement  une  fonc- 
tion monodrome  et  monogène  admettant  les  périodes 

4K  et  nK'^ —  I  de  sn  x.  Si  Ton  observe  que  l'on  a 


smx 
ou 


inx=:lim  TT  (  1 ^j      pourii=oo, 


en  supposant  1 —  remplacé  par  x,  on  sera  tenté  de 


.r 

OIT 

poser 


SD«  = 


TTf. f ^\ 

^^l  2K//l-h(2/l-hl)KV^J 


en  remplaçant  i r  par  x,  ou  tout  au 

*       ^  2Ko-+-2K'oy/— I 

moins  y  aura-i-il  lieu  de  se  demander  si  le  second  mem- 
bre de  celte  formule  ne  serait  pas  doublement  périodique. 
On  voit  d'ailleurs  que  ce  second  membre  a  été  formé  de 
manière  à  s'annuler  et  à  devenir  infini  en  même  temps 
que  snx.  Malheureusement,  d'après  ce  que  Ton  a  vu  au 
paragraphe  précédent,  les  deux  termes  du  quotient  que 
nous  considérons  sont  divergents,  et  ce  quotient  n'est  pas 
bien  déterminé*  auoi  qu'il  en  soit,  en  groupant  convc- 
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nablement  les  termes,  on  peut  obtenir  une  fonction  bien 
définie  quMI  convient  d'étudier. 

Considérons,  en  particulier,  le  produit 


n 


I  — 


2Kl//Ï  -h  2K'//  v^ —  I 

où 


\         2Ko4-2K'ov^— 1/ 


doit  être  remplacé  par  x. 

En  faisant  d'abord  varier  m  seul,  il  devient 


n2K  /w  -I-  2  \\!n  V  —  «  —  X 
2K. 


m  -h  2K'/i  V —  i 


•»^\     .  /    I  .  I   - 


ou,  en  observant  que  ^TT  1  i  —  ~  )  est  égal  à  -  sînTix 


,    2  K  n  \>  —  I  —  X 
sin TT 


.    2  K'  //  V  —  ï 

sin w 

2iv 


Quand  n  =  o,  il  faut  remplacer  ce  produit  par  sin  —^  et 
le  produit  cherché  peut  s'écrire 


7r.r  -r-fr 

sm-n 


(ic.rv'-i  *'^*^\ 

-n    "■'    «li    "  n     ~'«*^        1 


K  11  (7""  — 9") 


K' 


en  posant,  pour  abréger,  ^  =  e       .  On  peut  encore  écrire 
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ce  produit  ainsi  : 


iu 


SK 


«X' 


r3ll^ 


sin 


[i-g^] 


ou,  en  groupant  les  termes  correspondant  à  des  valeurs 
de  n  égales,  mais  de  signes  contraires, 


(<)  sin-  JI 


1  —  27'"  CCS—;-    -f- 7** 


tu  V* 


[l-q'"j 


En  traitant  le  second  produit  ou  le  dénominateur  de  sno; 
comme  on  a  traité  le  premier,  on  le  trouve  successive- 
ment égal  h 


sm n 


n 


sin ■-. K 

2iv 


OU 


n 


0fm  ^^ 

I  —  2  7'"-»-'cos  '—  -h  7»f'"+') 


^1  —  7="*-^']' 

• 

Les  deux  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  sont 
d'ailleurs  convergents  si,  ce  que  l'on  peut  toujours  sup- 
poser, le  module  de  q  est  moindre  que  Tunllé,  c'est-à- 

K' 
dire  si  la  partie  réelle  de  — -  est  positive. 

La  méthode  même  que  nous  avons  suivie  pour  former 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  snx  montre  que 
ces  termes  ont  des  valeurs  qui  dépendent  de  Tordre  de 
leurs  facteurs;  et,  en  effet,  si  nous  considérons,  par 
exemple,  le  dénominateur  qui,  à  un  facteur  constant  près, 
est 
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il  a  manifestement  la  période  4^.'  V^^  possédait  snx, 
mais  il  n'a  pas  la  période  21K'  qu  il  aurait  eue  en  lais- 
sant d  abord  m  constant  pour  faire  varier  n  ;  et  il  n'a  cer- 
tainement pas  la  période  21K',  sans  quoi  il  serait  double- 
ment périodique  sans  devenir  infini.  Quoi  qu'il  en  soit, 
il  est  intéressant  de  rechercher  ce  que  devient  la  fonc- 
tion f  (x)  quand  on  change  x  en  x  -{-  aK'^/ —  1  ;  on  a 

^{x-^  2KV— 0 


=  TT\I— ^^««-IC  *"      )\i—çtn-^te  ^      /' 

ou,  si  l'on  veut, 

I  —  q-^e  J  ^{^)''\^  —  Ç^  ) 

c'est-à-dire 

(A)  <p(ar-H2KV— i)  =  ~?(^)e 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  sn  x,  que  nous  représente- 
rons par  6(:r),  satisfait,  comme  on  peut  le  vérifier,  à  la 
même  équation  ;  dès  lors  il  est  facile  de  voir  que  la  fonc- 

tion  définie  par  le  rapport  — — -  admet  non-seulement  la 

période  4K.  commune  à  6  et  à  (p,  mais  aussi  la  période 
2K'y/^i.  En  effet,  de  la  formule  (A)  et  de 


on  déduit 
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Il  resterait  a  prouver  en  toute  nsueur  que  sn  x  =  -■— :  : 
c'est  ce  qui  serait  évident,  si  Ton  pouvait  admettre  que 
—, — 7  représente  une  fonction  continue,  monodrome  et 

monogène.  En  effet,  8nxet—p-|  ayant  les  mêmes  zéros 

et  les  mêmes  infinis  seraient  égaux  à  un  facteur  constant 
près,  qu'il  serait  facile  après  cela  de  calculer.  Nous  ne 
tarderons  pas  à  prouver  que  Ton  a  bien  à  un  facteur  con- 
stant près  sna:  =  — ^ — (',  jusqu* alors  nous  considérerons 

ce  fait  comme  très-probable. 

Les  fonctions  telles  que  9  et  C(  sont  ce  que  nous  appel- 
lerons des  fonctions  elliptiques  auxiliaires. 


COnSIDÉRATIOMS   KOCVELLES    SUR   LES  FOMCTIOMS 
▲  UXILIAIHES    DE    JACOBI. 

Nous  voilà  conduits  à  étudier  les  fonctions  auxiliaires 
évidemment  plus  simples  que  les  fonctions  doublement 
périodiques  qu'elles  engendrent;  mais,  sous  forme  de 
produit,  elles  paraissent  peu  maniables,  et  nous  allons 
essayer  de  les  développer  en  série. 

En  définitive,  il  est  a  peu  près  établi  que  sno;  (et  Ton 
verrait  de  même  que  cnx,  dnx)  peut  être  considéré 
comme  quotient  de  deux  fonctions  admettant  Fune  ses 
zéros,  Tautre  ses  infinis.  Ces  fonctions  n'ont  qu'une  pé- 
riode, mais  elles  se  reproduisent,  à  un  facteur  commun 
près,  quand  on  augmente  leur  variable  d'une  quantité 
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convenablement  choisie  et  qui  sera  une  seconde  période 

de  leur  quotient. 

Désignons  alors  par  0[x)  une  fonction  possédant  la 

période  co,  et  développable  par  la  formule  de  Fourier 

—  i/^" 
suivant  les  puissances  de  e^       ,  partageons  le  plan  en 

parallélogrammes  de  côiés  o)  et  ci,  et  proposons-nous  de 
faire  en  sorte  que  dans  chaque  parallélogramme  la  fonc- 
tion 0  possède  [i  zéros. 

Le  nombre  yi  de  ces  zéros  devra  être  égal  à  l'inié* 

I         B'  (x) 
grale  de =  >  prise  le  long  du  périmètre  d'un 

lir^ —  I  ^[^) 

parallélogramme,  et  cela  quel  que  soit  le  point  que  Ton 
prendra  pour  sommet,  si  Ton  veut  que  les  zéros  soient 
régulièrement  distribués  dans  le  plan.  Or  la  valeur  que 
prend  notre  intégrale  le  long  des  côtés  parallèles  à  xs  est 
nulle,  puisque  la  fonction, admettant  la  période  co,  prend 
des  valeurs  égales  sur  ces  côtés,  tandis  que  dx  y  prend 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  On  devra  donc 
avoir,  en  intégrant  seulement  le  long  des  deux  autres 
côtés 

et  cela  quel  que  soitx;  cette  équation  détermine  0.  On 
peut  poser 

et  déterminer  les  coefficients  indéterminés  a,  (3,  y,.  .  • 
par  Téquation  (i);  cette  équation  n'en  détermine  quun 
seul,  et  nous  supposerons  alors,  pour  simplifier,  |3  =  o, 
y  =  o, ....  La  formule  (i)  donne  alors 

I  r"^^     ^  aw 

|i=r I  adx  = p=^' 

27r^— ij^  2irV— I 
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(1  OU 


2  7ruy—  I 
a  = 9 


et,  en  remplaçant  a,  p,  7i--*  par  leurs  valeurs  dans 
l*éi]ualion  (a),  on  a 


9 


OU,  en  intégrant, 

c  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

—   —        —  •*(•*■ -H  Cl 

Ainsi  il  sufQra  d'assujettir  la  fonction  Q  (x)  aux  condi- 
tions 

(3)  '  irv^-i  , 

(  ô^ar-t-tj    =  0(j;]fc'        "  , 

pour  obtenir  une  fonction  telle  que  nous  la  désirons.  La 
première  formule  est  satisfaite  en  posant 


o(x;:=  V  A 


nx 

e    - 


n 

ou 

(4)  G(.r)=:2tf     " 

Nous  allons  déterminer  ç(/i)  de  manière  &  satisfaire  à 
la  seconde  condition  (3);  on  a 

,        V  — :; — (rtx-i-/iw-+-o(n)i 
G(x  -t-  cj,  —  2r?     *• 


(54o) 

Si  Ton  pose  alors 

(5)  f  («)  —  f  (//-+-  /x)  -h  nm  =—  Tf», 

on  aura 

OU 

««^'^   I    .   . 

0(x-+-CT)=0(.r)tf         «  , 

et  les  formules  (3)  auront  lieu.  1/ équation  aux  difle- 
renées  (5)  ne;  délermine  pas  complètement  <f{x)  :  elle 
laisse  arbitraires  f(i),  7(2),  . .  •,  ?(/^)-  En  appelant  cj» (m) 
une  de  ces  quantités^  on  a 

©^/w  -l-2fx)=  y(/»  -h  p^  -4-  r^  -I-  [/w  H-p)er, 


0/  [m  4-  /fx)  =:  ^ (m  -I-  I  —  1  fx)  -4-  c/x  -t-  («  -t-  I  —  i  fi)  ex, 
d'où  Ton  tire 

y  (/Il  +'/x)  =  ç(/7/)  -h  /fitf  H-  o-(2m  -f-  'f*  —  fi), 

etO(.r)  prend  la  forme  suivante,  en  remplaçant  9(n) 
dans  (4)  par  sa  valeur 

où  Ton  a  posé 

Donc  : 

x°  Ze5  fonctions  monodromes  et  monogènes  satis- 


(3)  iic^=î  , 
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faisant  aux  formules 

0(x-t-tj)  =0(j:)<? 

5o/if  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  (a  d^enire 
elles  ; 

a**  Ces  fonctions  existent  réellement,  car  la  série  (6) 

e5i  convergente  si  la  partie  imaginaire  de  —  est  posi» 

tiue,  ce  que  Von  peut  toujours  supposer»  En  effet,  alors 
la  racine  j**"**  du  j**"'  terme  de  la  série  (6)  tend  vers 
zéro  ; 

3°  Ces  fonctions  ont  n  zéros  dans  le  parallélogramme 
des  péiiodes  co,  cj. 

Enfin  le  quolienl  de  deux  quelconques  de  ces  fonc- 
tions a  évidemment  les  périodes  co  et  tr,  ce  qui  prouve, 
a  priori^  l'existence  des  fonctions  à  deux  périodes  arbi- 
traires et  à  /x  zéros  ou  du  ^*®™<'  ordre. 

DES    FO.NCTIOHS    DU    PEEMIER    ORDRE. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  elliptique  auxiliaire  est 
d^ordre  [l  quand  elle  aura  /ix  zéros  dans  son  parallélo- 
gramme des  périodes.  Les  fonctions  du  premier  ordre 
satisfont  aux  équations 

0(x -4-ù»)  =  ô(j:),' 

et,  B  désignant  Tune  d'elles,  les  autres  seront  égales  à  d, 
à  un  facteur  constant  près.  On  pourra  alors  poser 


o-=2''- 


\tnx  -Mnc  -4— -—  w  J 
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Nous  retrouverons  cette  fonction  plus  loin.  Observons 
toutefois  qu'elle  n^engeudrera  pas  de  fonctions  aux  pé- 
riodes simultanées  &>  et  g7-,  mais  il  faut  remarquer  que, 
si  la  fonction  en  question  est  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  périodes  co  et  t3,  elle  sera  du  second  ordre  si 
Ton  prend  pour  périodes  o)  et  ai?  ou  aci)  et  ci  :  c'est  pour 
cela  que,  devant  la  rencontrer  de  nouveau  dans  tous  les 
ordres,  nous  ne  nous  en  occuperous  pas  ici. 


DES    FOlfCTIONS    DU    SECOND    ORDRE. 

Les  fonctions  du  second  ordre  satisfont  aux  équations 

Elles  sont  au  nombre  de  deux  distinctes  0^  et  6,,  la  solu- 
tion la  plus  générale  étant  AoBq~j-  AïOi.  A^  et  A|  dési- 
gnant deux  constantes  arbitraires.  On  a  d^ailleurs 

i—-hco  , — 

S«V'  -I  ,     . 

lîix-»- Sic -+•!•»  — loi 

e    *• 


(2)  ^.[x]=^ 


i  =  f* 


(3)  e.(x)=2'' 


""  ^l(Si-l-l)x.4-liC-»-l«o) 


I  — 


Les  fonctions  qui  servent  de  numérateur  et  de  dénomi- 
nateur à  sn.r  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  pé- 
riodes 2K'^ —  I  et  4K.-  ^^  effet,  ces  fonctions  satisfont 
aux  relations 

iy{x  -^  ^K)  z^'oij-]^ 
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Or  la  seconde  de  ces  relations  peut  s*ocrire 

Ces  formules  coïncideront  donc  avec  (i),  en  posant 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  sax  seront  donc 
de  la  forme  Ao6o(^)-H  AjÔ,  (r),  et  Ton  aura 

^^  1  «V^M  ^ 

I    ^    ,     \         V    "^[(««■4-l)'+««"K+2iIi'vC:î(«-^î)l 

Groupons  les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de 
I  égales   et  de   signes  contraires,   et  posons    toujours 


•  • 


a  z=:e     ** ,  nous  aurons 

e,(j:)  =r.i  —  2g^  cos  —  -+-2^»  ces  -^-  •+■ 

-h  (  —  1/2^*  ces— — -f-...> 

A. 

0,(x)  =  V--''  (27*sin -^  — 27'('+'>sin  ^'^  4-... 

'  2K  y 

Jacobi  désigne  la  fonction  9©  par  0(x);  quant  à   la 

I 

T 

fonction  9i,  nous  la  remplacerons  par  -r—^  0i,  ce  qui  lui 

donne  plus  de  symétrie,  et  nous  la  représenterons  en- 
core, avec  Jacobi,  par  H(x);  nous  aurons  alors 

e(x)  =  1  —  2ÇC0S  — +  27*COS-7 h.  .  .  -h  (—  l)'27'  ^°*ir  '  ' 

H(x)  =  y*sin  — -^♦sm.^+...±g     *     sin  -^^ zç. 
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Du  reste,  les  fonctions  les  plus  gënëraies  satisfaisant 
aux  formules  (4)  sont  de  la  forme  Â6(jt:) -hBH(j:). 
Aux  fonctions  0  et  H  on  adjoint  aujourd'hui  les 
fonctions  0(x-hK),  que  Ton  désigne  par  0i(a:),  et 
H(x4-K),  que  Ton  désigne  par  IIii[x).  Sî,  dans  les 
formules  (5),  on  remplace  x  par  x  +  K,  on  trouve 
alors 

e, (j;)  =  I  -h  2 7 ces— -  -4-  27*cos—  -h. . . , 

„    ,     ,  7  IfX  f  SttX 

H,  (4r]=  27*C0S— ;7  -i- 2<7*COS  — -    -h.... 
^     '  2K  2K 

Il  existe  entre  les  fonctions  H  et  0  une  relation  re- 
marquable :  quand  on  change  a:  en  x  -h  K'y  —  i ,  0  de- 

Vient  égal  a  Y^ — in[x)e     ***^  ,  ce  que  Ion  vé- 

rifie sans  peine  en  remplaçant  x  par  x  -|-K.'v  —  i  dans 
Q[x)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  son  égal  0o(j:) 
exprimé  par  la  formule  (5). 
Voici  le  détail  du  calcul  : 


CT 


e 


=  ^i:7r^(-*"''^^H(x). 


On  vérifiera  facilement,  d'une  manière  analogue,  les 
formules  non  démontrées,  que  nous  résumons  dans  le 
tableau  suivant  ; 


to 
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TABLEAU   n^    1. 

^  ,     V  irx  ^         2r.r  ^        3ïrj: 

e  (jr)  =  I  —  2yC0S----4-2y*C08-~ 2q*COS-- H.  ..1 

ix  1^  Jiv. 

e, (ar)  =  I  H-  a^cos-rr-  -f-  2  7*cos-~ — ha^'cos— rr h  .  .  .j 

JV.  K.  K. 

H  far)  =27*810  -—  — 2(7    sm  — ;r-4-  27  *  Sin  — .  .  ., 

^    '  2K         ^  2K.  '  ak 

B,(x)=2o'cOS-—  -f-  2f7*COS— TT-H-  2<7       COS— ^ 

2K  '  2K.  2K 

i;K' 

j  e  (a:4-K)  =©.(*),     H  (x-+-K)  =  a»(a:), 
^^^      j  e,[xn-K)  =  e  (x);     H.(x-f-K)  =  -ll{x). 

(  0(^-H-5.K)=:e(:r),  H  (x  ^- 2K)  =  -  H  (x), 
'■  ■'  I  0.(.r4-2K)=0,(x);  H,(x -h  2K)  =^- II.  (a-J , 
[4]  4^*^  ^^^  u"^  période  de  0,  0|,  H,  H|. 

0  (a:4-2KV^)  =  — 0(x)tf 

0,  (x-+-2KV— i)  =0,   x)<? 

H  (x-H  2KV^)  =  -  h  (x)e       K-^'-^»^"^-*-^^ 


^-:-1(*4-EV-i) 


0  (x  +  K'v'-ij  =  V^-iH(.r)<r      * 


rl/~ 


(ix  +  kV-|) 


0.(x-+.K'v/-i;  =  U.(x)r      *»^ 
[OJ   <  ^^/_  

lH(x4-K'v'~J-v"^0(x)r^"^^''"-''^-*\ 

I  n.(x  +  K'v/~j  =  0.(x).r--T^^"'^*'^'^\ 

j  0  (— «)=:0(x),      H(--x)  =  ~-H(.r), 

l;l       je,(-x)  =  0.(x],  n.(-x]  =  ii(x;.. 

Stdrm.  —  jin.j  IL  3d 
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RÉSOLUTION    DES   ÉQUÀTIOITS  G,  ©i,  H,  Hi  =  O. 

On  a  évidemment 

H(a:)=o, 

ety  en  vertu  des  formules  [3]  du  tableau  n^  1.  comme 

H(x-+-2K)  =  — H(x), 
on  a  aussi 

H(2K)  =  o. 

H  (j:)  n'ayant  que  deux  zéros  dans  le  parallélogramme 

des  périodes  4  K  et  a  K'  ^ —  i ,  les  zéros  seront  de  la  forme 
suivante  : 


4/K.-t-2/K'/ir7    et     (4y-t-2)K4-2/K'v'--T, 
ou,  si  Ton  veut. 


(H)  37  K  +  2/ K' vZ-TT, 

/  et/  désignant  deux  entiers.  Mais,  d'après  [a],  Hi  (x) 
est  égal  à  H  (jtr+K);  donc  H,  (a:  +  K)  est  nul  quand 
X  est  de  la  forme  précédente;  donc  enfin  les  zéros  de  H| 
sont  de  la  forme 


(B.)  (v-4-i)k.  +  2/kV-i; 

enfin,  en  vertu  de  [6J,  les  zéros  de  0  sont  ceux  de  H 
augmentés  de  K'^ —  i  ;  ils  sont  compris  dans  la  formule 

(0)  2/K-h(2/'4-i)K'v— 7; 

ceux  de  6i  sont   compris,  en   vertu  des  mêmes  for- 
mules [6],  dans  celle-ci  : 

(©.)  iv  -f-  ijK  -+-  (2/  -t-  i)KV~. 
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[8] 


TABLSÂU  R**  2. 


Zéros  de  8(x]. .  • 
de  H(ar)... 
de  6,  [x)"  . 

de  Hi(x).. 


(2/-hl)K+(2/-hl)KV 

(2y-+-i)K-i-2/KV^. 


—  I 


NOUVELLBS    DÉFIRITIOMS    DBS    FOHGTIOlfS   O,    H,    6i,    Ilf 

Les  ionctîons  6i,  Hi,  6,  H  satisfont  aux  formules 

I  e.(:r-f-2K)=:e,(j:),  _ 


(^) 


(3) 


(4) 


e  (j:-t-2K)  =  0(x),  _^ 

0  (x4-2KV-->)  =  — ®(*)^ 

H,(x-+-  2K)  =  — H,(x), 

H.(x  4-  2K'  v/=l)  =  H.lxjr^^'**'*^"^. 
/  H  (x-f-2K)  =  -H(x),  ^ 

(  H  (x  +  2KV=^)=-"H(x)r'"^^'""''*^\ 


Si  ron  ajoute  que  ces  quatre  fonctions  sont  sjnec- 
tiques  et,  par  suite,  dëveloppables  en  séries  d'exponen- 
tielles, elles  seront  déterminées  à  un  facteur  constant 
près  par  ces  quatre  formules.  Ce  fait  est  déjà  établi  a 
regard  de  la  fonction  0i  ]  nous  allons  le  prouver  pour 
les  autres  fonctions. 

Lorsque  Ton  a 

ÎO(x-t-  «)  =  0(x\ 
ô(x+«)=o(x)r^^''^'"'^ 

«t  que  la  fonction  0(x)  est  svnectique,   ces  équations 
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imposent  h  la  fonction  6  la  forme 

A.e,(x)-f- A,e,(j:)-i-  .  ..  4-Ap,.,ô^.,(j:), 

où  Ao,  A|,  ...,  A,^i  sont  des  constantes  et  où  B^^  0|.  ... 
désignent  des  solutions  de  (5).  Si  donc  on  fait|ui=  2, 

i  o(x-+-4K)  =  e(*), 

et  6{x)  sera  de  la  forme  Aq^q  +  Aidi.  Or  les  deux  fonc- 
tions Oj  (x)  et  Hi(jr)  satisfont  à  ces  deux  équations; 
leur  solution  générale  sera  donc 

A«e,(a:)  -H  A,ll,(jr). 

Si  Ton  ajoute  que  6[x)  s'annule  pour  une  valeur 

donnée  K  H-  K'^/ —  i,  il  faudra  que  A|  =  o,  et  la  fonc- 
tion 6  sera  définie  à  un  fadeur  près. 

Ainsi  les  fonctions  6i,  H|^  0,  H  sont  définies  par 
leurs  zéros  et  par  les  formule^  telles  que  (6),  que  Ion 
peut  déduire  de  (i),  (2),  (3),  (4))  niais  elles  ne  sont 
définies  qu^à  un  facteur  constant  près  (on  reconnaît 
dans  H  et  6  les  valeurs  qui  figuraient  eu  nuiuéraicur 
et  en  dénominateur  dans  snor). 


SUR  UNE  FORMULE  DE  CAUCnV.  —  NOUVELLES  EXPBESSIONS 

DE  0,  H,  0|,  ll|  EN  PaODUiXS. 

Posons 
Nous  aurons  évidemment 

^'      '  ^    '       iT  fJZ      l  -h/y»^'û-» 


(549) 
c'est-à-dîre 

(i)  ¥(q^z){qz  -h  g«'^+«)  =  F(-s)(i  ^  q^^-^^z). 

Cette  équation  constitae  une  propriété  de  la  fonction 
F(z)  qui  va  nous  servir  à  la  développer.  F{z)  est  de  la 
forme 

(3)  l^(^)  =  ^o-^Ai^^-+-^"') 

I  -H  A,(5« -+-;!-*) -h... -+-A„+i(^«+»-+-xf-»-*). 

Remplaçons  dans  (2)  F(^)  par  cette  valeur,  nous  aurons 

[Ao-h Xiiq^ z -h q-'^z)  -h  ... -h X„+i(q^n+ijsn+i  ^  q^tn-iz-n-i)](qz-\'q*'^*) 

et,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  5, 

Ao<7  -j- Ai7*«+*  =  Ao^*»-^*-!- Al, 
A 1  y»  -+-  Aj  <7««-*-fl  =  A 1  <7*»+î  -+-  Aï, 


ou  bien 


Ao(^    —  ^>'»+3)  =  A,(l— grî»-*-*), 

Aiiq^  —  ^«/ï+ï)  ==  A,(i  —  ^«'»-*-»;, 


A„(gr»«-»-l  _  qtn^2)=  A„+i  (l—  g^*»). 

Or  on  connaît  A^^,  ;  il  est  égal  à 

qq^q^  ,, .  q^n-¥l  =  ql-*-Z-*-...-h{in+i)^ 

et  l'on  tire  des  formules  précédentes 

Supposons  17  <  ï>  alors  pour  /i  =  00  on  aura 
A   ^ î 
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et,  par  suite,  en  égalant  les  valeurs  (i)  et  (3)  deF(z), 

^  l-h7(2  4-«"')  -4-  <y^(z'  "h  g-')  -h  7*(g»  -f-  z-')  -h  ... 

Telle   est  la   formule   de  Cauchy-,    quand    on  y    fait 
z  =  e    ^    ,  et  quand  on  observe  qu'alors 

(,  4-  q^-*-*z)  (l  -+-  g'"+'«-«)  =  I  -♦-  27^"-^'cos—  -h  q*'^^ 

Z^  ■+■  «-«*  =:  2  COS  ---  > 

elle  donne 

{H-27Cos-iT-4-7*)(i  -I-  aç*cos-^  -*-9*)-'  • 

wj:                      2ff.r 
1-4-27  COS  -rr-  -4-  27'COS  —:rz h  .  .  . 


(I  — 7»j^i  — 7*j(ï  — 7«j... 
Si  donc  on  désigne  par  c  le  produit 

on  aura 
e,  (x)=:c(i  -1-27  COS  —  -i-7*)(i  -f-a7*cos-^-h  y'). . .. 

En  changeant  dans  cette   formule  x  en   j:-i-K,    en 

a:  -h  K'  y'^  —  1  et  eu  x  H-  K  4-  K'^  —  i,  on  forme  le  ta- 
bleau suivant  : 


(  55i  ) 


[9] 


TABLEAU   n®   3. 

e,  (x)  =  r  f  iH-  aycos  "]r  -^-  9' )  (  *  "^  2^*cos  ^  -f-  ^*  j  •  •  •  ! 


H,  (x)=c2y'^'cos^r 


I-h2y»C0S—  4-7* 


X(  i4-27*cosî^-f-  7' 


H  (x)  =c2  7*cos—  (  I —  27'cos  -^-^9) 

X  I  I  —  27*cos "ïz-  -f-  7*  j  •  •  •  • 

KELÀTIOZrS  ALGÉBRIQUES  ENTBE  6,  H,  Oi^Hf 

Considérons  les  fonctions  0*,  H',  0|,  H  '  ;  elles  satis- 
font toutes  les  quatre  aux  relations  (p.  5i3) 

0(x-{-2K)  =  G(jr), 

donc  deux  des  quatre  fonctions  en  question  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  deux  autres.  Po- 
sons alors 

0»(x)=AH'(a:)-*-A.HÎ(x); 

on  en  conclura,  pour  x  =  o  et  x  =  K, 

e'(o)  =  A,H;(o;,     e»(K)=AH>(K). 

D'ailleurs 

H;(o)=ffiK)i 


(    D02    ) 

on  en  déduit  Â  et  Â],  et  la  formule  précédente  donne 

ce  que  l'on  peut  aassi  écrire 
On  trouve  de  même 

mais  (formules  [6]) 

e(K-hK'^f^)  _  nfK)  ___H.fo)^ 

donc 

(2)      e.w=ipw";;îî!+eî(x)^!. 

^  '  ^  '        ^  ^  e;  (o)       '  ^    ®i(fj) 

HELÀTIONS    DIFFÉEENTIELLES    EI7TRE    LES    FO^ICTIOITS 

AUXILIAIRES. 

Posons 
on  aura  ^ 

Or,  en  diiïérentiaiit  les  formules  [5],  on  a 

H'(x -t- aK'v^=T)  =- H'(x)r  V^^'**'^'^ 

-t-B(x)tf      K  '    kT"' 

0'(j:-+-aK'v/— 0=— 0  W«      '^ 
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Or  les  deux  fonctions  ll{x)  eiQ[x)  possèdent  la  période 
4K;  il  en  est  donc  de  même  de  W[x)&(x)  — 0'(x)H(x), 

ei,  quand  on  y  changea:  en  x4-  aK'y^ —  i,  en  venu  de 
(a),  cette  fonction  devient 

[e  (x)  IV [a:)  -  H  (x)  &[x]]  e        K      ^  ^'  *"    '  ^ 

en  d'autres  termes,  elle  s'est  trouvée  multipliée  par 

Or  les  fonctions  0(x)H(x)  et  0,(jc)H,(a:)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)  H'(x)e(x)  —  H(x)0'(^)  =  A0(x)  H(x)  -+-  Be,(x)H,(x;, 

ou,  en  divisant  par  0'  et  en  tenant  compte  de  (i), 

-7-   A :    -h  D  ,  -  \     -      /     V    • 

t/x         e^x)         e\x)  e(x) 
Mais,  si,  dans  (3),  on  change  x  en  — x,  on  a 

E'[x]  0(.r)  —  H(x)e'(x)  =  —  Ae(x)  H(x)  -+-  B0,(x)  H,(x), 

et)  en  comparant  cette  formule  avec  (3),  on  a 

A  =  0; 
donc 

lix  0    0 


Si,  dans  (3),  on  fait  x=:  o,  on  a 

H'(o)0(o)=B0,(o)H,(o), 

Tirant  B  de  là,  la  formule  précédente  donne 

dr_  H\^o)0(o)   0.(x)H.(x)^ 
^^'  (U       0.(0)  U|(o)        0>(x) 

Entre  cette  formule  et  les  formules  (i)  et  (a)  dti  para- 
graphe précédent,  éliminons  0i(x)  et  Hi(x);   nous 
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Cette  équation  serait  identique  à  celle  qni  nous  a  scrri 
primitiTement  à  définir  le  sinns  de  F  amplitude  x.  si 
Ton  supposait 


\ 


e.  o)        e.  o  H  x)       I  e 

»n  jr  =  — j  = 


e.  o  H"o 


H,  o,  a  O; 
H!o    _ 


e]  o 
Cl  Ton  aurait 

-.-  .   —  I  — $D»x'fi— Z'sn'x. 

On  a  donc  bien 

snx  = -9 

e  x^  H,  o) 

et  il  est  nettement  établi  que  la  fonction  snx  est  mono- 
drome,  paisqu*on  peut  la  former  de  toutes  pièces  en  la 
considérant  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  mono- 
dromes. 

Maintenant  reprenons  les  formules  (i)  et  (a)  du  pa- 
ragraphe précédent  ;  on  peut  les  écrire,  en  divisant  par 

_  H»(x\  e'o)  HVx)  eMo) 
'-e»(x)H>)"^i;V)  «?(«)' 

_ H'(x)  H^(o)  ef'x)  e'^o) 
'""e'(x)  e;(o)"^  e'(xjeUoj* 

La  première,  en  vertu  de  (5),  sera  satisfaite  en  posant 

H.(x)  e'o) 

— =— r  -„-,—:  =  cosamx  =  cnx, 

e^x]  H.(xj 
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et  la  dernière  donnera 

e»(x)  e;  (o) 

ou  bien 


e,(: 


0±i2)=^,_X..sn»*  =  dn'«. 


e(x)  e,(o) 
Elle  donnera  aussi,  pour  x  =  K, 


ou  bien 


,_H'(K)  h;(o)      9?(K)  e'fo] 

-e»(K)  e;(o)"^e'(K)eUo)' 


h;(o)      e«(o) 
-  e;  (o)  -^  e;  (o) 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  A*,  le  second 
est  donc  la  quantité  désignée  plus  haut  par  A'*;  k'  est  ce 
que  nous  avons  appelé  le  module  complémentaire .  Ou 
a  donc  le  tableau  suivant  : 

I     H{.r) 

snx=  — =  — TT» 

•=•"=^7  0 


w' 


[«'] 


e(xj' 
e;  (o)      U'» (o)  '       ~  ©I  (o)  '    *'  ~  e' (o) 

ir      r  ''" 
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C 


8 


8  II 
-    -Il    S" 

Il     II    ï^   >    Uî 

■O     "O     TS     -^      -5 


+ 


c 


9 


*  ^ 


<c 


-      O 

Il  n^ 

o     ^      d 

B     e     fl 
u     u     o 


8 

1 

II 

-^ 

1 

^ 

1 

1 

T 

+ 

■c      s 


e 


8 


8 


^:> 


O     •-     II   I  I      + 

Il       'I     ;^    >     î^ 


c     a     c 

M         «o         M 


C 
(A 


II 

II 

+ 

c 


^  Il      II 

Il  ^^^^ 

-H  I      + 

^  'O     -3 


C 


H 

S 

11 


c 


11 


c     c      a 

o       y       y 


e 


C 


M 


Jl^ 

I 


K      H       ^         „ 


I 


11 
H 
+ 


1         + 


II 

I 

c 


2 

•5 


Se     c 
«A        </) 


I 

C 


j:     "< 


Il     II 

+ 


^ 

H 

H 

H 

c 

a 

a 

(A 

M 

-o 

c 


+ 

B 
fi 


C 


c 


H 

+ 

c 

«A 


I 
I 


e 


c 


5|« 


I 
+ 

!ï 

s 


n 

H 

+ 

II 

6 


B 


II 

"h" 
+ 

I 

es 

6 


c       H 


(A 


B 

(A 


H 

+ 

I 


H 

+ 


s 


C8 


I  - 

-  + 
Il 


«A 

O 

b 

■« 


t4 

Cl 


I- 
i'I 


I    ^ 

0- 


Vf 


C 

o 


i  I    .1 

i4    PC 

+    t 


I    II 
id    ut 

I     k 
■H 

I 


Ut 

+ 

es 


Cl 


cfi 


c       = 


es 


co 


vr 
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RELATIONS   ENTRE    SnX,  CHX   ET    dllX» 

A  la  fonction  snj:,  cléQnie  parTéqnation 

dr 


(0  ;^  =  v^i'-«';i«-'i'"M. 

nous  avons  adjoint  les  fonctions 


(=») 


(  cnx  =zv  z—.  \f  i  —  //', 
(  un X z=  iv zzz  \U —  A^u^ 

La  formule  (i)  pourra  alors  s'écrire 


du  , 

—  -  =cnxunx  =  cti', 

iix 


Des  formules  (  2)  on  dëduir  \ 

dt'  n         du 


dx 

' 

V» 

— 

-  u 

dx 

UiV^ 

dix» 

h' 

II 

du 

dx 

Vï 

— 



^^^^ 

h}  vu 

— 

k^ 

u}dx 

Ainsi 

on 

a 

d%x\x 

=  eux  dnx, 

dx  • 

(3)  {  -— -  =—  dnxsnjT, 


dx 
^dn.r 


:= —  A^snxcnj;, 


dx 
Maintenant,  si  Ton  observe  que 
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lea  formules  (3)  pourront  s'écrire 

du         I- 

dw  I 

Rien  n'est  plus  simple,  en  partant  des  formules  (3),  que 
de  former  les  équations  auxquelles  satisferaient  tangamj?, 
cotamx, ....  On  formera  ainsi  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    H^    5. 

d%i\x 


dx 


zmClïxàXïXj 


j  dcnx 
[i5]  <— — =— cinxsnx, 


dx 

dâux 
ux 


=  —  X'snxcnx. 


Fonctions.  Leur  équation  dilTérentiellft. 

/  du         n i ; X 

'    u  =  snx,  —  =  vn I  —  «')(»  —  ^'«')» 


£1  =  cm:, 


Ê^-V^—n'-^S"*) 


['6]  ( 


«  =  dnx,  ^  =  -v'ii-«'Ji«'— *''J, 

du         ■ 

tt  =  taDgamx,      —  =  v^i -h  «')(!  H- X'^a^J, 

dx* 

du 


I  //.  =cotamx,         —  =  — y/^i-h  a'j^A^'^-r  tf'j, 


u  =  secamxy 


du  /  7  W\ 


u  =  cosecamx,     -^  =—  v^^  w*  —  i)  (a'  —  X:«), 

%zx  • 
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Ce  dernier  tableau  est  utile  pour  la  réduction  de  Tin- 
tcgrale 


/; 


du 


aux  fonctions  elliptiques. 


FORMULES   D^ÀDDITIOK. 


Considérons  maintenant  le  produit 

H(x-f-fl)H(x  — â)=e(x); 
on  a  (tableau  n°  \) 

G(x-+-2K)  =  0(:p), 

Les  fonctions  H*  et  0'  satisfont  à  la  même  équation  ; 
donc  (p.  5i3) 

Pour  déterminer  A  et  6,  on  fera  x  =  o  *,  on  aura  alors 

—  H»(fl)  =  B0»(o). 

On  fera  ensuite  x  =  K'^ — i  ;  on  aura  alors 

H(KV^-i-«)H(K'v^^  — a)  =  AH»(K'/=l) 
ou 

—  0(a)0(--fl)=  — A0«(o). 
On  a  donc 

0'(o)'  0^(oj' 

et,  par  suite, 

H(x  +  «)  H(x-.)=^'('')»'H_-J[l'»_lg!(^). 

^  '     ^  *  0'(o) 

On  obtient  de  la  même  façon  une  foule  d\nutres  for- 
mules, que  nous  résumons  dans  le  tableau  ci-  après. 
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TADUAU   K°  G. 


['?]- 


__  H,  («)  0,  [a]  H(/i)eH 

-  H7(^e"H      '  ^     ^  ^  "  H.  (o} 0.(0)  °''*)  ®'^-^^  ' 

=  «i(r;[^!4H(x)n.M-  "W^i°ie(x)  e/x). 

0(O)0,(O)        ^    '      '^    '  0(o]0.(o)       ^    ^       ^    '• 

H(x  — tf)0,(.r4-û) 

=  lMr^H(x]e.(x)  -  |Ii;^|îli  0(x)  H.;x); 

11,^0^0^0)    ^  ^    '^  ^      11,(0)0(0)    ^  '     '  ^' 

,      ,  ,        0»(^/)0'(.r1  —  ir(^illP[.ri 

0(a:  —  û)  H(.r  -+-  a) 

_  H,(/i)0.(<z)  H  [jr)  0  (.r)  +  H  [n]  0 (a)  H.(j';  qJx) 

"  ^"07;^.(o)  • 

[18]  (  0(x-fl)H,(x-f-fl) 

_  0f/y1  0.(/?)  H^r)  H,(.rl  —  H  \n\€i[n\e[.T]  (?i.{.r] 
■"  0.O]0,^O) 

e[x'--a]e,[x  -\-a) 

Wy{n\  0  '/f^  Hf-r]  0,fj:)  —  H  (/?!  0,f^^  0(xl  H.fx) 


l 


©voj  11,(0^ 


En  combinant  CCS  formules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  égard  aux  formules  du  tableau  n^  4,  on  trouve, 
par  exemple,  en  divisant  la  première  [i^]  par  la  se- 
conde [17]^ 


sn(j?-ha)  = 


sn'x  —  sn'fl 


sn X  en  a  iln a  —  snn  en  j* dn x 


(56i  ) 
et,  en  multipliant  haut  et  bas  par 

snx  cna  dna  -+-  snacnxdnx, 

,  ,       snxcnaâna  -hsnavTïje  ânx 

sn  (x  -h  a= ; : 

c'est  par  ce  moyen  que  Ton  formera  le  tableau  suivant  : 

TABLKAD    H**   7. 

,     ,    ,.       snacnbdTtbzhsnbcnadna 

%u[a±b]= — -^ -, 9 

^  '  I  —  A^sn^asn^b 

r     -1       /       /      .    Bx       cnacnbzizsnasnbdnadnb 

[iQ        <  cn{a±b]^= ^^ , 

,    f      ,    ,,       dnadnb  zn.  k^snasnbcTiacnb 

dnla  ±ib)z=z -^-- ; • 

^  '  I  —  A-'sn'aso'6 

Pour  a  =  &  : 

^snacnadna 

SD2tf  = 9 

I  —  k'sn^a 

r      -                 y                  cn'/i  —  sn'fldn*a 
[20j  \  cn2a= 77—: i 


dn;ia  = 


I  —  X^sn'a 

dn'a  —  A'sn'tf  cn*fl 
1  —  X'sn'a 


[21] 


sn[a  -4-  b)  H-  sn[a  —  b)  =  Gsnacnô  dnft, 

sn(a  -h  b)  —  sn(fl  —  ^)  =  Gsn^cnadoa, 

cn(a  -h  b)  -hcn(a  —  ^)  =  Gcnucnô, 

CD  (a  -h  b)  —  cn(fl  —  b)  ■=. —  Gsna  sn^dnadu^, 

dn(a  -h  ^)  H-  dn(fl—  ^)  =  Gdnfl  dn^, 

dn(a-+-  b]  —  dn(a  —  b)  = — GX^snasn6cQacn^< 

On  a  posé 

G  = 


1 —  X'^SD'asn'^ 
Stubm.  —  An.j  II.  36 


(  oih.  ) 

Les  formules  d'addllîon  [19]  sont  les  premières  que 
Ton  ait  trouvées  sur  les  fondions  directes.  Elles  sont 
analogues  aux  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie ;  mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  ont  été  trouvées. 

CVsl  en  intégrant  l'équation 

ff.r  Hy 

—  =0 


V/'("i  -  x^)[l  —  A-».r')         v^(i  -  j^j  (i  _  XV) 

que  Ton  est  arrivé  à  la  découverte  des  formules  d'addi- 
tion. La  méthode  la  plus  simple  qui  ait  été  donnée  pour 
l'intégration  de  cette  formule  est  due  à  Lagrange.  D^au- 
tres  méthodes,  plus  simples  en  apparence,  ont  Tincon- 
vénient  de  s'appuyer  sur  des  artifîces  qui  supposent 
évidemment  que  Ton  connaît  d'avance  Tintégrale. 

AUTRE  MANIÈRE  POUR   ARRIVER  AUX    FORMULES  d'aDDITIOH 

UES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

L'équation 

ff.r  tly 

-  ==0, 


V(i  — x')(i— X-'j:^)        ^(i— j>)(i_X-»j^) 

qui  devient,  par  les  substitutions  x  =  sinf,j^=  sinvj, 

V  *  "- ^'' î>iû='ç        V'"-^*sin*i}» 
admet  pour  intégrale 

C"  €lx  Cy  dy 

\     -■- :^^—  I      "—  =const.; 

mais  on  peut  lui  trouver,  comme  l'ont  prouvé  Euler  et 
Lagrange,  une  intégrale  algébrique.  Posons,  à  cet  '^ffet. 
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avec  Lagrangc, 

(2)  fif  d^ 


^i—  it'sin^y        v/i  — X»sin»4» 


ou 


puis 

(4)  f-h^=p,       ff^^  =  g; 

on  aura 


^^j    ,KS-^S)  =  \/-*'- 


i  p  -^  1 


î(ï-s)  =  \/-""'^^ 


d'où 

dp  I 


§=y/.-*.«».'-±^-y/,-.....^. 


d'où  l'on  lire 

OU  enfin 

(0)  ——  =  —Psmpsmç. 

Mais,  en  difTëren liant  (3),  on  a 

d^f       — X'sin^coso  ^cp  . 

^'^         ^i  — X»sin'(j.  «?/  ^       ^' 

</  >|» 
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d*oii  l'on  tire,  par  addition  et  soustraction, 

— -  =  —  A'sin/?co5y, 
— -  =.  —  ^'sin^cos/?. 

De  (6)  et  (7),  on  tire 

/i^p         cos<7         d*q         ros/? 
dpdq         sinq         dpdq        siu/» 


OU 


ou 


d}p        cosqdq  d^q cospdp 

dp  sui^  dq  sinp 

dp  .  dq  ,  , 

—  =zasinq,  —  =  (isinp, 


CL  ex  a!  désignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
Tune  dans  l'autre.  En  remplaçant^  et  q  par  leurs  va- 
leurs dans  ces  formules,  ou  a 

Î^i  — A'sin*f  H-  \/i  —  ifr'sin'>|/  =  asin(9  —  4*)» 
y ; 
^i  — A^sin'ç  —  V'  —  A'sin*4*  =  a'sin(f  4-ip). 

Ce  sont  là  deux  intégrales  de  la  formule  (i)^  mais,  en 
éliminant  dt  entre  les  deux  formules  précédentes,  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale.  En  effet,  on  a 

dp  dq  I  •      _f  •       . 

— r —  =  -T-' —     ou     a  sm pdp=  asingdg^ 
aswq       oL'sinp  '    '^  I    ï» 


•    .  # 


et,  en  intégrant, 

olco^p  =  a'cos^  -h  a", 

a!'  éiant  une  nouvelle  constante,  et  Ton  a 

(g)  acos  (y  -h  4;)  =  a'co5(^  ~  '4')  "♦-  *''• 
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Or,  on  peut  mettre  Tintégrale  de  la  formule  (i)  sous  la 
forme 

(lo)  r    ^^  •-  f*   ''^ -  r    ^'* 

fi  désignant  une  constante  à  laquelle  se  réduit  cp  pour 
ip  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  fait  ij^  =  o, 
on  a 


On  en  tire 


^i  —  X'sin'fA  H-  I  z=z  asinfiy 

^i  —  /^sin'fA  —  1  =  a'  sin  fi, 
acosfi  =  a'coSft  -h  a*'. 


v/i  —  /'sin^jii -h  1          ,       v/i  —  /-^sin'ix  —  î 
a.== : >      a= : 


-      i/i  —  ^'smV  -*•  ï  v/i  —  /'^sm'u  —  I 

a"  = : î- COSa -, COSûl, 

smfx  siDfA  ^ 


ou 


^          ICOSfi 
Ot    ^^  — : 


sinp 

En  portant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  a,  a',  a^, 
on  a 


~ COS    ©4-4») 

sinp  ^' 

sinp  ^^       ^'         smp 

et,  en  effectuant, 


(11)         cosf  cos^  —  ^i  —  ^^sin'ftsinçsinij»  =  cosp. 

Cette  formule  est  une  des  intégrales  les  plus  célèbres 
de  Téquation  (i)  ^  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 


autres 


(,2) 
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V^i  —  X'sin*^  -h  \/i  —  X-'sin»ip 
—  : sin(ip  — ^), 


y/i  —  /-^sin'y —  ^i  —  X'sin'il; 


v/i  —  X^sin^pt  —  I    , 


sinp 


identiques  au  fond  à  la  formule  (i  i)* 
Maintenant,  si  Ton  fait 


t/o     v^  I  —  X'  sin'y  Jo     ^  I  —  X'  siii'4» 


la  formule  (lo)  donnera 


£ 


=  a  —  b; 


0    s/i  —  X'sin'ft 
donc 

Les  formules  (i  i)  et  (12)  donneront  alors 

{i3)         cnflcnôdn(rt  —  0)  —  snasn^  =  cn(a  —  b)^ 

dn(rt  —  *)  -h  I 
dnfl  —  dn^  =  — '—. j-r —    snacn^  —  sn^cnal, 

sn  [a  —  0)       ^  ' 

dn(r7  —  /;)  —  î 
dna  -h  dn^  = ^ 7- —  [snacnb  -h  sn^coa  . 

sn  [a  —  ^j 

Si  nous  posons,  un  instant,  dn  [a  —  b)  =j^,  sn  [a — b)=  x, 
nous  aurons,  au  lieu  de  ces  dernières  formules, 

j:(dna  —  dnb]  =  [y  -\-  i](snrtcn^  —  snbcnn)^ 
x(dn<2  -t-  dnb)  =  [jr —  i)(snacn6  -h  snécnaj, 

OU 

â:dn<z  — jsnflcn  b  =  —  sn^cn^, 

xdtib  — jsnbcna  =  —  snacnb» 
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On  en  tîre 

-,  sn*  fl  en'  h  —  sn*  ^  m'a 

sn  [a  —  o)  -= 9 

,    ,          ,.        sn^dn/^cnfl  —  %x\aàx\acTïh 
dn(û  -h  3)  =  — - — -. 

Si  Ton  mulliplie  haut  et  bas  ces  deux  formules  par 
l'expression  conjuguée  de  leur  dénominateur,  on  a, 
en  observant  que  sn'acn'ft  —  sn'icn'a  est  égal  à 
sn'a  —  sn*i, 

,   f.          ,         ,.        dn^cn&SDâr  —  dnacnasn^ 
(i4)      snfa— 6)=: , , 

,   ^x      ,    ,          ,.        k^snasubcnacnb  -\-  Aiïai\x\b 
{i5       dnfa — b]z=z — . . 

C.    Q.    F.    D« 
SUR    LES    PÉRIOnES    ÉLÉMENTAIRES. 

Soit/(z)  une  fonction  doublement  périodique*  Consi- 
dérons les  points  Moo  et  M^o  qui  représentent  les  imagi- 
naires Zq  et  Zo  -H  0),  w  désignant  une  période  dey{-î5).  On 
peut  toujours  supposer  que  co  soit  la  plus  petite  période 
d'argument  égal  à  l'argument  de  co;  car  il  n'existe  pas 
deux  périodes  distinctes  de  même  argument;  toutes  sont 
multiples  de  l'une  d'elles,  que  l'on  peut  appeler  a>.  Soit 
u  une  période  distincte  de  co,  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  celles  qui  possèdent  son  argument.  Soit 
Moi  le  point  qui  représente  l'imaginaire  Zo-h  tJ  ;  sur  les 
droites  Mq^Mio  et  M^q  Moj,  on  peut  construire  un  paral- 
lélogramme que  Ton  pourra  considérer  comme  un  paral- 
lélogramme des  périodes;  on  lui  donne  le  nom  de  paral- 
lélogramme élémentaire,  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joints  à  Mo»  ne  fournit  une  nouvelle  période. 

Il  est  clair  que  le  parallélogramme  élémentaire  peut 
se  former  en  prenant  la  période  o)  pour  base  et  en  faisant 
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mouvoir  le  côté  MooMio,  pris  pour  base,  parallèlement  h 
lui-même,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  un  point  Moi,  tel 
que  MooMoi  soit  une  période. 

Soient  co  et  C7  deux  périodes  élémentaires;  cii>'et  cr'deux 
nouvelles  périodes  ;  il  faudra  nécessairement  que  Fon 
ait 

m  et  n,  m'  et  n'  désignant  des  entiers  ;  car  une  période 
quelconque  s'obtiendra  en  joignant  le  point  Moo  à  Tun 
des  points  de  croisement  M,„|,  des  droites  formant  le  ré- 
seau des  parallélogrammes  des  périodes  (o,  C7.  Pour  que 
les  périodes  a>',  a'  puissent  former  un  nouveau  parallé- 
logramme élémentaire,  il  faut  que  met  n  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  m'  et  n'.  En  effet,  si  rn  et  n  avaient 
le  diviseur  commun  J,  en  posant  m  =  $m^y  n  =  Sn^,  on 

aurait 

»'=  3[m''tû  -+■  n"i3)y 

et  y  serait  une  période  ;  w'  ne  saurait  donc  être  une  pé- 
riode élémentaire^  mais  a>  et  ci  doivent  s'exprimer  en  (ù' 
et  zs'  sous  les  formes 

«A  =  ^»'  H-  vo', 
If.     If 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  du  système  (i)  divise 
nu' — n'<ù'  et  mrs' — mV,  c'est-à-dire  /i,  n\  m  et  m'. 
Or,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  le  déterminant  est 
égal  à  l'unité,  et  Ton  a 

Soit  

o  =a-^  b\l —  i, 

w'=  ma  -f-  na'  -h  \l  —  \[mh  ■+-  nh')^ 

o' =  m' a-h n' a' -h  y^—  i[m'b-h  n' b')y 
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Taire  du  second  parallélogramme  des  périodes  est 

[ma-hnû^){m'ô'  -h  n'b']  —  [m'a  -+-  n'a']  (wa-t-ziô') 


ou 


m      n 


m'     n' 


a      b 

a!     b* 


=  ab'  —  ba\ 


Donc  : 

Les   aires  des  parallélogrammes  élémentaires  sont 
égales. 


SUR  LÀ  FORME  GÉI«ÉRÀLB  DES  FOMCTlOIfS   DOUBLEMENT   PÉ- 
RIODIQUES, ET  LEUR  EXPRESSIOir  EN  FONCTION    DE  l'uNE 

d'elles. 

Théorème  I.  —  Il  existe  toujours  une  Jonction  dou* 
élément  périodique  admettant  deux  périodes  données, 
deux  zéros  donnés  et  deux  infinis  donnés,  pourx^u  que 
la  somme  des  zéros  soit  égale  à  la  somme  des  infinis  à 
des  multiples  des  périodes  près. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'il  existait  deux  fonctions 
distinctes  (ji  et^t  satisfaisant  aux  formules 

(p(j:-^»)=r(p(x), 

et  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations 
était 

At«pi  -H  Aîyi=:«p. 

Ces  fonctions  (fi  et  (fs  ont  chacune  deux  zéros  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  &)  et  t?,  ainsi  que  la  fonc- 
tion f .  Si  nous  divisons  (fx  par  (f,  ou  si  nous  divisons 
Ai9i  +  As(Pt  par  BiCfi  +  B,(ft,  B]  et  B,  désignant  des 
constantes  différentes  de  Ai  et  A,,  nous  obtiendrons  une 
fonction  doublement  périodique  y  (x).   Soient  a,  b  ses 
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zéros,  a  etp  ses  infinis;  considérons  l'expression 

elle  n'est  plus  infinie  pour  x=:  a  ou  j;  =  |3,  maïs  elle 
Test  quand  on  pose  jr=  a!  -,  elle  admet  en  outre  le  zéro  a. 
Mais  la  fonction  y  (a: -h  5) — f[af-\-s)^  outre  le  zéro 
X  =  a/,  en  possède  un  autre  /3',  tout  en  conservant  les 
infinis  x  =  a  —  j,  x=(3  —  s.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  que  la  somme  des  zéros  est  égale  à  celle  des 
infinis,    . 

équation  dans  laquelle  on  peut  choisir  5,  de  telle  sorte 
que  ^' ait  une  valeur  donnée.  L'expression  (1)  admettra 
alors  deux  infinis  donnés  a\  Ç/^  le  zéro  donné  a'  et  par 
suite  un  autre  zéro  b\  tel  que  a!-{-  ^'  ==al-{-V \  enfin  le 
coefficient  A  permettra  de  prendre  la  fonction  (i)  égale 
â  une  quantité  donnée  différente  de  zéro  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

Théorème  IL  —  //  existe  une  fonction  possédant  les 
périodes  on  et  u^  les  zéros  ^i,  a^,  , .  .^a^etles  infinis  a^, 
«s,  . . . ,  an  satisfaisant  à  la  relation 

«i  -h  «1 4-  .  .  .  -f-  fl/i  ^  «1  4-  «1  -4-  .  .  .  -+-  a„. 

En  effet,  soit  F|(x)  une  fonction  aux  périodes  a>,  tj, 
admettant  les  7-éros  a^  et  b^  et  les  infinis  ai  et  a^,  b^  étant 
déterminé  par  la  formule 

Soit  Fs(a:)  une  fonction  aux  mêmes  périodes  ayant  pour 
zéros  «t  et  i,  et  pour  infinis  a^  et  fti,  ....  Soit  F„_,  [x) 
une  fonction  aux  mêmes  périodes  admettant  les  zéros 

(*)  Le  signe  ^  est  employé  à  la  place  de  =  pour  Indiquer  que  Ton 
néglige  des  multiples  des  périodes. 
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^ii-i  Cl  i««i  et  les  infinis  ft„_i  et  a„,  Icls  que 

La  fonclion 

F,(.r)F,(x)  ...F^,(x) 

aura  les  périodes  co,  tj,  les  zéros  ^i,  a„  . . .,  a„.o  ^n-s 
ei  les  infinis  ai,  at,  • . . ,  a„;  mais  on  aura 

û,  -f-  /la  H-  .  . .  -+-  tf»-i  -f-  ^n-i  ^  a,  4-  a,  H-  ...  H-  a^i  +  ««• 

Théouème  III.  —  Deux  Jonctions  doublement  pério- 
diques d* ordre  fini  dont  les  périodes  tù  et  ts^(ù*  et  zsf  sa- 
tisfont aux  relations 

n  =  /î  nr  tn:  /<'  CT  , 

m  et  ni  désignant  des  nombres  entiers;  en  d^ autres 
termes  y  deux  Jonctions  u^  i>,  dont  les  parallélogrammes 
élémentaires  ont  leurs  côtés  commensurables  et  dirigés 
dans  le  même  sens,  sont  Jonctions  algébriques  l'une  de 
r  autre. 

En  effet,  soient  u.  l'ordre  de  u,  et  v  Tordre  de  i^.  Le 
parallélogramme  de  i/,  comme  celui  de  ^,  tiendra  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  lî  et  II,  le  premier  mn  =  M  fois,  le  second 
iir'fi=z  N  fois.  Il  en  résulte  que,  à  chaque  valeur  de  u, 
correspondront,  dans  le  parallélogramme  i2,  FI,  un 
nombre  Mjui  de  valeurs  de  la  variable  z,  et  par  suite 
M|!z  valeurs  de  ^;  donc  i^  est  lié  à  u  par  une  équation 
algébrique  de  degré  Mfx  en  i/.  On  verrait  de  môme  qu'elle 
est  de  degré  Nv  en  u;  car  u  et  i^  n'ont  que  des  nombres 
V  limités  de  zéros  et  d^infinis  et  restent  d'ailleurs  mono- 
gènes  et  continues  Tune  par  rapport  à  Fautre. 

Théorème  IV.  —  Une  Jonction  d'ordre  n  est  liée  à 
sa  déri\fée  par  une  équation  du  degré  «,  par  rapport  à 
sa  dérivée,  et  de  déféré  2/2  par  rapport  à  la  fonction. 


somme  est  constante,  et  par  suite  n  valeurs  de  -r-  =  —.» 
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En  effet,  soit  u  une  fonction  aux  périodes  tù  et  t?^  sa 
dérivée  admet  les  mêmes  périodes,  mais  les  infinis  de  la 
dérivée  sont  en  général  en  nombre  double  de  celui  de  la 
fonction;  cardiaque  infini  de  la  fonction,  lorsqu'il  est 
simple,  devient  double  dans  la  dérivée;  en  tout  cas, 
Tordre  de  la  dérivée  sera  compris  entre  /i  -f-  i  et  2/2.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  il  existera  entre  u  et  1/ 
une  relation  algébrique  d'ordre  n  en  u!  et  d'ordre  n'  en 
M,  71 -h  iSn!^2n^  u[  n'étant  infini  que  si  u  est  infini  ;  le 
coefficient  de  1/"  pourra  cire  pris  égal  à  l'unité.  A  une 
même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la 

dont  la  somme  est  nulle  ;  donc  le  coefficient  de  u  est  nul . 

Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  infinis 

distincts,  on  aura 

tt'»  -h  U  ==  o, 

U  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Si  u  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisième  degré.  Ce 
dernier  théorème  est  de  M.  Méray. 

DÉCOMPOSITION    DES    FONCTIONS    k    DEUX    PÉRIODES 

EN    ÉLÉMENTS    SIMPLES. 

Soient  F  [x)  une  fonction  aux  périodes  o)  et  ct,  et  ai, 
a,,  «s, . . .  ses  infinis.  Soit  Q  [x)  une  fonction  auxiliaire 
satisfaisant  aux  relations 

e(a:H-cT)=Ô(x)tf       -  : 


on  aura 


^'{x-¥  o))_e^(>r) 
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Considérons  maintenant  l'intégrale 


prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes.  Le  long 
des  côtés  parallèles  à  cr,  ]es  valeurs  de  l'intégrale  se  dé- 
truiront, et  il  restera  à  intégrer  le  ]ong  des  deux  autres 
côtés,  ce  qui  donnera,  en  appelant  p  une  arbitraire, 


-=--  I  F(z)  — ^ iidz, 

résultat  indépendant  de  x  et  de  p,  que  nous  désignerons 
par  C.  Or,  l'intégrale  considérée  est  aussi  égale   à  la 

somme  des  résidus  de  F(-2  )  -7-7 {•  Les  résidus  relatifs 

^    '  ô(j  —  je) 

à  0[z — x)  sont,  en  appelant  ^1,^1,  ^3,. . .  les  zéros  de 

d[z), 

ceux  relatifs  à  ¥[z)  sont 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  l'on  a 

A,=rliin(ar  —  a)F(jr)      pour     ar  =  flu 

En  général,  si  l'on  pose 

on  aura,  pour  résidu  de  F(-2)      .    _ — r» 


(M) 

En  résumé,  on  aura 

Supposons  fjc==  i  ei  a  =  o-,  on  aura,  au  lieu  de  cette 
rormule, 

et  F(x)  se  irouve  décomposé  ainsi  : 

F  H  =  G  -  2,  ;^;^  ^^^^rryj  L  ^jTZTjy  ?  (  »  )  J  • 

Cette  formule  donne  F (x)  décomposée  en  éléments  sim- 
ples, tous  intégrables  au  moyen  de  la  fonction  d,  ce  qui 
démontre  la  possibilité  d^intégrer  les  fonctions  à  deux 
périodes  (du  moins  à  l'aide  des  fonctions  auxiliaires); 
mais  le  mode  de  décomposition  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  encore  une  foule  d'autres  applications  que 
M.  Hcrmite,  auquel  nous  devons  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connailrc^ 

Nous  allons  montrer  immédiatement  comment  les  in- 
tégrales de  deuxième  et  de  troisième  espèce  se  ramènent 
par  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  O  et  II 
de  Jacobi. 

La  fonction  de  seconde  espèce 


/; 


V/'(i  — Z'){l  —  X'2») 

quand  on  y  fait  z  =  sno:,  devient,  à  un  facteur  con* 

slanl  A*  près, 

Jk^sïï*xd.v. 

C'est  cette  intégrale  que  nous  allons  étudier.  L'intégrale 
de  troisième  espèce 

dz 


/; 


(i- /«»c')v^(i— z-)(i  — X-'«') 


(575) 
devient,  ponr  z  =  snx^ 

^^'  J  1  —  /l'sn^o?^ 

nous  la  remplacerons  par 

*A^  snacnadna  %n*x 


f 


I  —  X^sn'asn'x 


en  posant  n*  =  k*  su* a  et  en  observant  que  T intégrale  (a) 
ne  diffère  de  celle-ci  que  par  une  fonction  linéaire  de 
sn'^  et  par  un  facteur  constant. 

ÉTUDE    DE   LÀ    FOlfCTlON    Z(j:). 

La  fonction 


(x)=r%' 


X 

&n*x  dx 

o 


est  évidemment  monodrome,  car  les  résidus  de  sn'jc 
sont  nuls;  nous  allons  le  vérifier. 

Décomposons,  par  la  méthode  de  M.  Hermite,  sn'x 
en  éléments  simples,  cette  fonction  ayant  pour  périodes 

aK  [puisque  sn(x-h2K)== — snx]  et  aK'^ — i. 
Évaluons  Tintégrale 

(i)  ==   |sn'2--f {d% 

le  long  d'un  parallélogramme  de  côlés  aK  et  aK'y/ — i; 
le  long  des  côtés  verticaux,  le  résultat  de  l'intégration 
est  nul;  le  long  des  côtés  horizontaux,  le  résultat  est 


a+aK 

Hv^ — I  J  a, 

H'fz  —  .r)        H'fz  —  X  -^  aKV^y 


—  —    /  sn*« 

;7ri/ — I  J  a. 


X 


H[z-^x)        h(«  — *4- 


2 


«■V-OJ 


(  576  ) 
En  vertu  de  la  formule 

Tintégrale  considérée  se  réduit  à 

I    f«-+-2K         .1  I     f^K 

nous  désignerons  celte  quantité  par  C.  Maîsrintégrale(r) 
est  aussi  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  lonction 
placée  sous  le  signe  f]  le  résidu  relatif  au  point  x  est 

sn^or;  calculons  celui  qui  est  relatif  au  point  K'y^ — i. 

Posons  pour  cela  z  =  K!^ —  i  -+-  h  ;  nous  aurons 


sn«(KV— 1+^) 


R{K.'\/—ï'-jr-hh) 


I 


[h^(kV— I— x)T 
h(kV"-.^)J 


H^(kV1-,-^)         rH>(KV--_t-x)T|^ 


X'snVi(   h(K\/-i— or)  [  h(kV- *  —  «^Ij  j 

et  par  suite  le  coefGcient  de  -  ou  le  résidu  cherché  est 


rH-(KV£7^x)T 


f 


Si  l'on  observe  que 

h(— x  +  rV— .0  =  v/— 10(— ^]<?   **" 

on  a 


ti(^Kv^-i— xj  0l-x)  2K. 

Notre  résidu  devient 


ire'(-x)T      ire'(x)T 


(577) 
On  a  donc  enfîn 

ou,  en  intégrant,  en  multipliant  par  A*  et  en  posant 

telle  est  l'expression  de  Z(.r),  monodrome  comme  Ton 
voit.  On  en  déduit 


et  I^on  constate  que  la  fonction 

-  r  Zvx)dx       -<Te(jr) 

est  monodrome  également.  M.  Weierstrass  la  désigne 
par  le  symbole  Alx.  Il  désigne  par  AliX,  AliX,  AlsX 
les  produits  de  AI  x  par  snx,  en  a:,  dno:. 

La  constante  ^  est  susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  effet,  en  difiérentiant  (a),  on  a 

et,  en  difiérentiant  encore, 

0"f.r)B  fa:)—©'»  far) 
sn*^  =  Ç — -— îr 

Si  Ton  fait  alors  x  =  o,  on  a 

e(o)' 

ou  enfin 

.     e'(o) 

Stiirm.  —  -^/i.,  II.  ^7 


(578) 

On  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  7^,  que 
l'on  peut  considérer  comme  parfaitement  connue. 

ÉTUDE  DE  L^IMTÉGRÀLE    ELLIPTIQUE  DE   TROISIÈME  ESPÈCE 

On  peut  parfois  éviter  la  méthode  de  décomposition 
donnée  plus  haut.  En  voici  un  exemple  : 
La  formule  [i4]  donne 

on  peut  récrire 

Ou  en  déduit  immédiatement 

En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux 
membres  par  rapport  à  a,  on  trouve  (en  observant  que 
sii'a  =  dnacna), 

—  2X*sntf  cnadnflsn'^ 0'(j:-I-û)       ©'(j:  —  a\  ©'(<») 

Si  Ton  change  les  signes  et  que  Ton  intègre  de  zéro  à  x, 
on  trouve 

dx^=.  X  — ^—^  H —  log  — ^ r  - 

^        I  —  X^sn'rtsn'x  ©(o)        2     ^©[j-haj 

Celte  intégrale  n'est  pas  tout  à  fait  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  de  Legendrc,  mais  il  est  clair  qu'elle  s'y  ra- 
mène aisément.  Jacobi  la  désigne  par  n(x,  a^.  Ainsi 
l'on  a 

(i)  W.\x.a\  =zx—H-  +  -log— ; f* 


X 


(  579  ) 
On  en  conclut,  en  changeant  a:  en  a  et  a  en  j?,  puis  en 

retranchant, 

On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  les  valeurs  des  loga- 
rithmes se  sont  détruites,  en  observant  que  l'on  doit  avoir 
une  identité  pour  x  =  o,  a  =  o. 

C'est  dans  Tégalité  précédente  que  consiste  Véêhange 
du  paramètre  et  de  Vargument,  proposition  généralisée 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  On  peut  aussi 
écrire 

n(x,  a)—  n(a,  x]  —  xZ[a]  —  aZ[x), 

EXPRESSION  D^UNE  FOMCTIOZf  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUE  AU 
MOYEN  d'une  FONCTION  DU  SECOND  ORDRE  AUX  MEMES 
PÉRIODES.    THÉORÈME   DE   LIOU VILLE. 

Soit/(j:)  une  fonction  monodrome  et  monogène  du 
second  ordre  aux  périodes  co  et  n;  soient  a  et  5  —  a  ses 
infinis,  5  désignant  la  quantité  constante  à  laquelle  se 
réduit  la  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles/ (^) 
prend  une  valeur  donnée  dans  un  même  parallélo- 
gramme. Soit  F  (z)  une  fonction  quelconque  aux  mêmes 
périodes  od,  x3\  soient  |3i,  (3,,  . . . ,  jS^  ses  infinis.  La  fonc- 

tion        \       fi    \  îïï tigrée  le  long  d'un  parallélogramme 

(les  périodes  donne  un  résultat  nul  :  la  somme  de  ses  ré- 
sidus est  donc  nulle. 

La  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  x  et  5  —  x 


est 


(  58o  ) 
ou  bien 

en  observant  que, /(x)  étant  égal  à/(5  —  ^)^J'{^)  doîi 
être  égal  et  de  signe  contraire  sif'{s — x).  La  somme 
des  résidus  relatifs  à  F(x)  étant  alors  représentée  par 


f      r    ¥[z)dz 

;7rv/^JF/'(«)-/»» 


on  aura 


F[z)ffz 


le  signe  F  placé  au-dessous  du  signe  f  indiquant  qu'on 
ne  doit  intégrer  qu'autour  des  infinis  de  F(z). 
Si  Ton  considère  en  second  lieu  la  fonction 

son  intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme  sera 
encore  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  somme  de  ses 

résidus.  Or  la  somme  des  résidus  relatifs  à 


/(^i-y» 


est  égale  à 


F(x)+F(j-a:)-F(a)  — F(j-a;, 
et  Ton  a  par  suite 

I  /•    F(z)/'(z)    ^ 

OU  bien 

£{r)  f  ¥[s  —  x)  z=z  ¥(a)  +  F(t  —  ») 


(58i  ) 
La  comparaison  de  celle  formule  avec  (i)  donne 

aF(j:l  =  F(a)-<-F(*  — a) 


iry  —  I  %/F 


ou  bien  encore 

/  2F(a7)  =  F(a)-+-F(s  — a) 

en  posant  F (z)  =  (^  —  ?)^9(5),  [A  désignant  le  degré 
de  multiplicité  de  Tinfini  p.  Quand  [x  =  i,  le  symbole 

V ! — r  -p, — r  doit  être  supprimé. 

La  formule  (a)  montre  que  toute  Jonction  aux  pe- 
rîodes  w,  xs  peut  s"* exprimer  rationnellement  au  moyen 
de  la  fonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  dérii^ée. 

On  voit,  en  outre,  que  cette  dérii^ée  n  entrera  que 
sous  forme  linéaire. 

Ce  théorème  est  du  à  M.  Liouville,  mais  l'expres- 
sion (2)  explicite  de  F,  que  nous  venons  de  donner,  n'est, 
je  crois,  pas  encore  connue^  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traité  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 

Remarque,  —  La  théorie  précédente  tomberait  en 
défaut  si  F(x)  et  J{x)  avaient  des  infinis  communs, 
mais  on  tournerait  facilement  la  difficulté  en  dévelop- 
pant F(x)  divisé  par  une  puissance  convenablement 
choisie  de/(x), 

APPLICATION    DES    CONSIDÉRATIONS    PRÉCÉDENTES 
AU  PROBLÈME  DIT  DE  LA  MULTIPLICATION. 

Le  problème  de  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques a  pour  but  de   faire  connaître   sn/nx,  cnmXf 


(  582  ) 
dnmj: en  fonction  desna:,cnx,  dnjc.  Noire  formule  (a) 
du  paragraphe  précédent  résout  cette  question  plus  sim- 
plement et  plus  complètement  qu'on  ne  Tavail  fait  jus- 


.»î_* 


qu  ICI, 

Soient  h  le  module  de  sut,  4K-  et  lYJ  \P-—^  ses  pé- 
riodes, m  un  nombre  entier  :  snfn(x  —  a)  admet  évi- 
demment les  mêmes  périodes.  Construisons  le  parallé- 
logramme des  périodes,  de  telle  sorte  que  ses  côtés 
coïncident  avec  Taxe  des  x  et  l'axe  desj^  positifs,  puis 
déplaçons  infiniment  peu  ce  parallélogramme,  en  pla- 
çant le  sommet  primitivement  à  Vorigine,  dans  l'angle 
des  coordonnées  négatives. 

Les  infinis  de  snx  sont  K\^ —  i  et  aK  -h  K'^ —  i, 
ceux  de  snm  [x  —  a)  sont 


^  'm  'm 


^"  —  a-^  [ii  -^  1    — hay — , 

'  ^  '        m  m 

iei  j  variant  de  zéro  à  m —  i.  En  faisant  J  =  2K,  la 
formule  (2)  du  paragraphe  précédent  donne 


2Sn/7I 


[x  —  a)  =snm(K.'v'  —  i  —  a) 


u\  I  -l-sn/w(K'v'— I -h  2K  —  ^) 

V     .  .j  /  ,  sn'.r  -4-  su'z 

2  résidu. sn m (z  —  a) 


sn.r  —  snz 

Le  résidu  relatif  à  un  infini  ^'  s'obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  de 

.  .  8n'.r-4-sn'P' 

^^  ^   sn.r  —  snfi' 

=  2sn  r(2/4-i)KV—  i  -H(v-*-i)2K-hmzl  ^"  "^  "^  ''^"  ^ 

■^   an  «  —  su  p 

—  i     sn'jr  4-  sn'6' 

zzz  Z —  • 

ksnmz  snx — sn^' 


9  m 


t  al 


(  583  ) 

Cette  limite  est 

I    sn' X  4-  sn'  p» 
km    snx  —  snp' 

L^infini  (3''  conduit  au  résidu 

I    sn'j?  -h  sn'p 


.'  otf 


km   snx  —  sn|j" 
La  formule  (i)  devient  ainsi 

2sn/M(x  —  a) 

sn' j:  -f-  sn'    — "ti  K' i/—  .•  -^  Ai haï 

2J I       m  m  I 

sno;  —  sn    I  — ^^  K.'  V  —  I  4-  4y  -  -h  ûj 

sn' jr  —  sn K'  V  ~  I  4-  ^^y  -f-  i  ) ha 

2J I,      //ï  ^  *  ^  //i  J 

^ '^  r^'-h  1  ^,  / —    r^     T^ K     1  ' 

snx  — sn K'v— I -h   27 -h  i) htfl 

L     /»  ^  'm  J 

En  faisant  a  =  o,  on  a  la  formule  de  la  multiplî- 
cation  pour  le  sinus  amplitude.  On  peut  vérifier  la  for- 
mule précédente  en  prenant  m  =  i\  on  a  alors 

2A:sn(a7  —  a) 

sn  X  -^  sn'(K'v^-  i  -h  a)        sn'a:-4-  sn'OvV  -  i  -4-  aK  -4-  a) ^ 


snx  —  sn  (KV— I  -h«}         sna?  —  sn(KV — i  -h  aK-t-ay  ' 
et  si  Ton  observe  que  sn'j:  =  cnxdnx, 

/  ,  / \  / (in.r 

en  ■  jr  -h  K  V  —  I  j  =  —  V  —  '  ■; » 

ASiiar 

dn(x  4-  K'  v'^TT)  =  _  v^^rr  ^, 
^  '  dnx 

sn  (x-hK'i/— >}  =  7 » 

OU  trouve 

cnadnasnj?  —  cnxdnxsnA 


sn(a:  —  a)z=. 


1  —  A'sn'xsn'a 


(584  ) 

Ainsi  notre  métliode  donne  aussi  Taddition  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  multi- 

plication.  La  division  aurait  pour  but  de  calculer  sn  -  » 


en  —9  •••  en  fonction  de  snx,  cnx,  dnj:,    ....   Sans 

entrer  dans  des  détails  à  ce  sujet,  disons  seulement 
qu*Abel  a  démontré  que  les  équations  d'où  dépend  la 
division  des  fonctions  elliptiques  sont  comme  celles  d'où 
dépend  la  division  des  fonctions  circulaires,  résolubles 
par  radicaux. 

APPLICATION    A    l' ADDITION    DES    FONCTIONS 
DE    TROISIÈME    ESPECE. 

Nous  avons  trouvé 

,        ,  %'[(i\       I  .      0(.r  —  a\ 

Si  Ton  désigne  alors  par  ol^^  a^,  • . . ,  oLfn+t  <lcs  argu- 
ments tels  que 

ai  -4-  «t  -♦•  ...  -h  ajjH-i  =  o , 
on  aura 

n(a,,  fl)  -f-  n(aj,fl)  -h  .  . .  -l-n(aj„+,,a) 

I,      0fa,  —  n)e(oij  —  fl)  .  .  .  0(a,„4.,  —  n) 

- —  —  |o«T - : - i — -  • 

2      ^0(a,  -h  a)®[(i2-h  a)  .  .  .  0(a,«-|.,  -+-  a) 

La  quantité  placée  sous  le  signe  log  possède  les  pé- 
riodes 4^^  et;  aK'y—i  par  rapport  a  la  variable  a]  on 
pourra  donc  Texprîmer  en  vertu  du  tbéorème  de 
M.  Liouville  en  fonction  rationnelle  de  sna  et  de  sa 
dérivée  sn'a  ou  cnaxdna.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
cette  expression,  qui  est  un  peu  compliquée. 


I 


(  585  ) 

DÉVELOPPEMENT  DES  F02VCTI0NS  DOUBLEMEUT  PÉRIODIQUES 

EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 

La  formule  de  Fourîer  donne 

reste  à  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  qui  enrre  dans 
celte  formule.  D'abord,  en  posant 


4K  WT}/-1^ 


on  trouve,  au  moyen  de  la  formule  sn(2K  -4- x)  = — snx, 

I-2K  ntry/^X 


%T\ze        **'        dt 


f 


-4-  I  (  —  snzjtf        ^^  dz 


Jx. 


X,  -H  2 K  _ m»/  — 1  , 

snz[i — ( —  i)"]^       ""^        dz. 


L'intégrale  A,»  étant  indépendante  de  Xo,  on  peut 
supposer  x^  un  peu  plus  petit  que  zéro.  L'intégrale 
étant  prise  le  long  du  contour  rectiligne  Xo>  x^  +  aK 

peut  être  remplacée  par  deux  parallèles  à  K'^/  —  i 
de  longueur  infinie,  menées  l'une  par  Xq  et  l'autre  par 
o^o  +  ^K.  au-dessous  de  l'axe  des  x,  et  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x,  menée  à  l'infini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau contour,  l'intégrale  sera  nulle;  mais  il  faudra  lui 

ajouter    les    résidus    relatifs  aux   poiuts    — K'y' — 1, 

—  3K'^  — I,  —  5K'y  —  i,  . . . ,  multipliés  par  ^T,yj — i. 
De  plus,  ces  résidus  seront  pris  dans  le  sens  rétrograde. 


(  586  ) 
Calculons  le  résidu  rclaiif  au  point 

—  (2/1+  i)K'V—  i; 
il  est  é£:al  à 


V^ 


lim . '  e       ^'^  ; 

.iÇsn(x4-KV—  0 

mais,  sn'x  étant  égal  à  i  pour  a:  =  o  ou  2ïrK'^ —  i, 

cette  quantité  peut  s'écrire 


On  a  donc 


I       — —  IW 


=  4ÎK2^~^"'t'-(-')"3^'^v/- 


^     4 

«=1 
et  Ton  a 


AjOT  =  o, 

Sn  +  l 


par  conséquent 


2A-K 


ïm-f-1 


Quand  m  est  négatif,  on  a 

I        snze    **^       dz=z —  I       sn3d!3e       *'' 
o  Jo 

Les  coefficients  des  termes  également  distants  de  Tori- 
ginc  sont  donc  égaux,  el,  en  les  groupant,  on  a 


__  m  =  • 


snx=Z'-^    > ^-— sin      —        


q^+i  4K 


m  =  o 


'^s/q  %r^       9*^'               (2m  -+-  l)irar 
cnar  =  -r— •    >  — ^^ — :-—:  cos  ^ tt; > 


0 


^'-+»  4  K 


dni  —  T-r.     I  -t- 4  >  — - — ni  cos — =T-   !• 


(587) 

A  ces  formules  il  convient  de  joindre  les  suivantes, 
auxquelles  on  parvient  d*une  façon  toute  semblable  : 

^ — -  —  ^ Sm  — r;r-> 


2W  ^  7' 


e(x)         K  -^  I  — 7^  K 


1 


j-j—^  devenant  inûni  pour  a:  =  o,  on  développera 


d 


lix 
on  trouvera  alors 

De  ces  dernières  formules  on  tire 

</]o£jsn.r        cTix<\nx         te  tzx         2ir^      7*"        .    m^rx 


r>C5Ti.r        cnj:(in.r         w  7r.r         air^i      7"  /wït. 

-^^ =: =: col >   — ' ^  Sin 

dx  snj:  'i\L        2K        K.^*^i4-7'"  ^ 


r/j:  2K       °2K        K  -i^  I -+-(  — 1)"'7-  K 

//loe:dn.r  4^^^        7'*'"*  (2m —  i1;tj: 

dx  K  jLii  —  7'(i'— 0  2K 

On  arrive  plus  simplement  à  ces  résultats  comme  il 
suit. 

Rappelons  la  formule 

1  r*  /* 

log(i  —  2rcosy  +  r')  =rcosa  H —  cos2a  -\-  ~cos3a..., 

2  20 

et  partons  de 

Q[x]  =c[  I  —  27COS—  -f-7M  (i  --  27'cos-=-  -h  ^M  •••> 


(  588  ) 
nous  aurons 

-  logG  (*)  =  -  logr  -  cos  —  ^— 

cos — -  —  ...  5 

et,  en  prenant  les  dérivées,  nous  aurons  le  développc- 
ment  de  — j—l'  On  obtient  d'une  façon  analogue  ceux  de 

e'.(x)     H^{.r)        E\{t) 
0.(*)'   H(x)         [l(x)' 

SUR  LE  PROBLÈME  DE  LA  TRANSFORMATION. 

Le  problème  de  la  transformation  a  pour  but  la  com- 
paraison des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  des 
modules  différents.  Exposons,  d^ abord,  la  théorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Fundamenia 
uo\fa  thcoriœ  fanctionum  elUplicarum, 

Si  dans  Tespression 


v/A  -h  Bx  -H  Cx»  H-  Dx^  -h  Ejc* 

on  pose  j:  =  -  >  U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers 
enj^,  on  aura 


VA-Hli-c-t-Cx^  -+-  Djc^  -\-  Ex* 


)/A\*  -t-  BV^U  -h  CV'U-«  -h  DVU»  -+-  EU* 

et  Ton  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déterminer  U 
et  V,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  celte  for- 
mule soit  de  la  forme 

dy 


)/A'  H-  b'f  ^  ay-i-  Dy  -i-  E'r* 


(589) 
En  effet,  pour  que  dans  le  second  membre  de  (4)  le 
polynôme  sous  le  radical  se  ramène  au  quatrième 
degré,  il  faut  que  ce  polynôme,  qui  est  d'un  degré  qua- 
druple de  celui  de  U  et  V,  ne  contienne  que  des  facteurs 
doubles,  «  Fexccption  de  quatre  qui  seront  simples;  on 
aura  donc,  en  appelant  T  un  polynôme  entier, 

AV*-hBV»U-h  ...-<- EU* 

=  T»(  A'  -+-  B>  -4-  Cy^  -f-  D'7»  -+-  E^)  ; 

le  second  membre  de  (i)  se  réduira  alors  à  la  forme  de- 
mandée si  Ion  a 

(a)  — =const. 

Or,  il  en  est  ainsi  quand  U  et  V  sont  de  même  degré 
ou  de  degrés  diflérents  d^une  unité.  Soit  en  eflet 

A  -f-  Bx  -f-  Cx»  -h  Dx»  -h  Ex* 

=  E(x  — a)(x— p)(x— 7)(x-^), 

et  par  suite 

AV*  -t-  BV*U  -+.  CV'U»  -4-  DVU»  -h  EU* 

=  E(U  —  aV)(U  —  pV)(U  —  7V)  (U  -  ^V). 

Les  facteurs  (U  —  aV),  (U  —  PV),  ...  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  aV  et 
de  U  —  pV,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  comme  on  peut  supposer  U  et  V  premiers  entre 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
identiquement 

—  a(V^/U  — U//V)  =  (U  — aV)^/U  — Urf(U  -aV); 

il  en  résulte  que  tout  facteur  double  de  U  —  aV  est 
facteur  de  VrfU  —  Ur/V,  car  ce  facteur  appartient  à  la 

dérivée  -1-  (U  —  aV). 
dy  ^  ' 


(  Sgo) 

En  résume,  le  polynôme  AV*  +  BV'U  -+-...  jouît 
de  cette  propriété  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  «V,  deU  —  PV,  de  U — yV  ou 
de  U — 5V,  puisque  ces  polynômes  ne  peuvent  avoir 
de  facteur  commun,  et,  par  suite,  ses  facteurs  doubles 
divisent  UdY  —  VrfU.  Si  donc  on  suppose  tous  les  fac- 
teurs de  AV*  -H  BV'U  H-  . .  •  doubles,  à  Texception  de 
quatre  d'entre  eux,  le  polynôme  T  divisera 

VoD  -  VdV. 

Si  alors  on  suppose  que  Y  et  U  soient  de  même  degré  /?, 
ou  l'un  de  degré  p  et  l'autre  de  degré  p  —  i ,  AV*  -I- . . . 
sera  de  degré  4p>  T"  de  degré  4p  —  4  et  T  de  degré 
a;?—  a; 

est  évidemment  de  même  degré,  et,  par  suite,  la  for- 
mule (a)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  effectuer  la  transformation  d'une  in- 
finité de  manières,  car  on  pourra  d'une  infinité  de  ma- 
nières déterminer  les  coefficients  de  U  et  V,  de  telle 
sorte  que  AV*  -H  BV'U  ...  ait  tous  ses  facteurs  doubles 
a  l'exception  de  quatre  d'entre  eux,  U  et  V  étant  de 
degrés  différents  de  zéro  ou  de  l. 

Le  degré  de  la  transformation  est  le  degré  de  celui  des 
polynômes  U,  V  qui  possède  le  degré  le  plus  élevé. 

TRAHSFOaMATIOIf    DU    DEUXIÈME    DEGRÉ. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  de  la  transformation  du 
premier  degré  5  on  a  vu  que  non-seulement  elle  réussis- 
sait toujours,  mais  encore  qu'elle  servait  à  la  réduction 
à  la  forme  canonique. 

Si  l'on  veut  opérer  la  transformation  du  second  degré, 
deux  des  facteurs  V  —  aU,  V  —  |3U,  ...  devront  être 


(  Sgi  ) 

des  carrés  parfaits,  on  devra  donc  poser 

U  —  aV  =  [mx  -4-  m')S     U  —  p V  =  (/îj  -i-  «')». 
On  en  conclut 

U  — aV        [mr-hm'Y 


'  M 


ou  bien,  en  observant  que  --  =  x, 


rï 


Jî  —  a (  m  y  -f- 


/>j 


'  '.i 


On  pourra  ensuite  déterminer  /n,  /w',  n,  w'  de  manière 
à  donner  à  la  nouvelle  intégrale  la  forme  canonique, 
mais  nous  n'edecluerons  pas  le  calcul  en  disant  toute- 
fois qu'il  existe  deux  solutions  à  la  question. 

MÉTHODE    d'aBEL. 

Supposons  que  Ton  désire  calculer  toutes  les  valeurs 
de  y  rationnelles  par  rapport  à  x,  et  telles  que 


Si  Ton  pose 

P 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  degré  fjt,  à 
chaque  valeur  de  j^  correspondront  fx  valeurs  de  Xy  et  si 
Ton  désigne  par  X\  elx^  deux  d'entre  elles,  on  aura 


v/(<  -  '!)(<  -k'^'Â     v/(i -  x,)»(,  -x'xî) 

Si  l'on  égale  à  du  les  deux  membres  de  la  formule 


(  Sga  ) 

précédente,  on  aura,  si  Ton  veut, 

X|:=  SDH, 

Xj=z  sn(aZL:«), 

a  désignant  une  constante;  on  peut  se  borner  à  con- 
sidérer le  signe  -h,  car  sn(a  —  u)  =  sn(aK-+-M  —  a) 

et  aK — a  est  une  constante.  Ainsi,  Tune  des  racines 

p 

de  l'équation/  ==  -  étant  représentée  par  snu,  les  autres 

p 

seront  de  la  forme  sn(a  H-  a).  Si  donc  on  pose  -  =  ^(x), 

on  aura 


ideniiquement,  et,  comme  on  a  aussi  y  =  ^{^(sntt  -Ha), 
il  faut  en  conclure 

ij^fsnw)  =>I»(sna -ha)  =  ^p(sna  4-aa). . .  ; 
par  suite,  les  racines  dej^  =  4"  (^)  s®"' 


sn»,     sntt  H- a,     sn«-|-2a,     snu  4- 3a,      ...; 

mais  les  racines  de  Téquation  en  question  sont  en 
nombre  limité  au  plus  égal  à  fx:  il  est  facile  d^en  con- 
clure que  les  jx  valeurs  de  x  se  décomposent  en  cycles 


snuy  sn(a  H-a),  ...,  sn\^«  h- w — !«)> 
sna',  sn(a'-Ha;,  ...,  sn  («'-+-« — la), 
• > 

n  désignant  un  sous-multiple  de  jx.  Si  (n  est  un  nombre  • 
premier,  les  cycles  se  réduiront  à  un  seul.  Nous  exa- 
minerons en  particulier  le  cas  où  jx  est  un  nombre  pre- 
mier impair.  Les  solutions  dej^  =  ^{x)  sont  alors 


*n/  ,     sn(££-ha),      ...,     sn(a4-p —  la); 
mais,  sn(u  +(Aft)  étant  égal  à  snu,  il  faut  que  /xa  soit 


(  593  ) 
une  période;  donc 

a=  -  (4K/W  -4-  aK'/iv^—  i  ). 

Mais  r^qnation^  =  (j/(jr)  est  de  la  forme 

(Ap^—  B^)x^-+-  . ..  4- A,  —  B,/  =  o; 
on  en  déduit,  pour  le  produit  des  racines^ 

.  A,  ~  B.r 

et  pour  /  une  expression  de  la  forme 

a  -4-  aXiXj .  .    x^ 
b'  -\-  bxxX^, ,  ,x^ 

On  peut  simplifier  cette  expression  ;  on  a  en  effet 

Xi     =sn(a4-« —  la), 

Xy^^i  =  snfi*  ■+■  /xa  T-  I  —  1  a)  =  sn (a  —  i  —  i  a) , 

car  /xa  est  une  période,  et,  en  faisant  usage  d'une  for- 
mule connue, 

sn'«  —  sn'(/  —  i)a 

''•^«*-'=  I  — X'sn>asn^(/-  i)a' 
on  a  donc 


sn 


«(sn'a  —  sn'a)(sn^a  —  sn'2a). . .  fsn'w  —  sn»^- a) 

__ — . __ :_, 

(i  —  X''sn//sna) ...  (  I  —  ^"sDusn^- a) 


Le  produit  X|Tf  •  ^x^  est  ainsi  exprimé  n  Taide  de  la 
seule  racine  x%  =  snu.  Alors/  prend  la  forme 

Sturm.  —  An.^  II.  38 


(594) 


TRAASFORUATIOir   DE   LANDEV. 


Considérons  un  demi-cercle  tracé  sur  A6  =  aR 
comme  diamètre  :  soient  O  son  centre,  P  un  point  fixe 
pris  sur  AB,  M  un  point  variable  de  la  circonférence, 
soient  OP  =  a,  MPO  =  ip,  MAO  =  cp.  Supposons  que  le 


point  M  se  déplace  infiniment  peu  et  posons  MJ\1'  =  ds^ 
nous  aurons 

ds        sinM'PM 


(«) 


MP       sinPM'M 
Or 


ds  3=  2Ré/y,     MP  =  v/ H'  H-  a'  H-  2aR  cosaç,     M'PM  =  d^^ 

et  MM'P  est  égal  à  -  plus  l'angle  que  OM  fait  avec  MP 
ou  PMO;  (i)  devient  alors 

2R<'/cp  âh 

Ta)  —  = — • 

V  R'  H-  u^  -t-  2  «  R  cos  2 f       cosPMO 
Si  Ton  observe  alors  que 

R  a 


siii>|f       sinPMO 

ou 

RsinPMOmasin^i, 

R'cos'PMO  =  R*  —  fl»sin»>J, 


(595) 
la  formule  (a)  deviendra 


2^y  d^ 


/R»  h-  fl'  -f-  2flR cos2y       v^R»—  ii'sin'>î; 
ou  bien 

ou  enfin 

2R  d9  fi-Af 


R-f-fl 

Posons 

(3)  /    4«R     _^.      «  _. 

et  nous  aurons 

aR  dip  _  r/rj^ 


(4) 


R-hâ:  ^,  —  A»sin'(p       ^1  —a; -"»•♦• 


Le  triangle  PMO  donne  d'ailleurs 

^  __  1.   _>  sin(2y  — >{/) 
—  —  Al : — 9 

R  sin^I' 

d'où  ^ 


ou  bien 


I  —  /'i sini|<  —  sin(2^  —  >}») 

I  4-  X-|       sin  >|/  -i-  sin  [  2  y  —  ^  ) 


(5)  '  — ^''  ^  tang(^|;  — <p)^ 

I  -1-  X-,  tango        ' 

d'ailleurs  les  équations  (3)  dopnent 

(6)  *=f5-' 
et  la  formule  (4)  devient 


(7) 


(596) 
Voici  comment  on  fera  usage  de  ces  formules  :  sup- 
posons que  Ton  veuille  calculer 


X 


d^ 


o     ^i  —  X^sin'i}» 

on  calculera  à  l'aide  de  (6)  un  nouveau  module  k^  et  à 
Faide  de  la  substitution  (5)  (que  l'on  n'aura  pas  besoin 
d'eifectuer  réellement  si  Ton  n*a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  numérique),  on  convertira  l'intégrale  proposée 
en  une  autre  de  module  Ar,  donné  par  la  formule  (6).  Il 
est  facile  de  prouver  que  k<iki'j  en  répétant  alors  la 
substitution,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  Ton  appelle 
une  échelle  de  modules  de  plus  en  plus  voisins  de  un; 
on  pourra  donc  développer  l'intégrale  suivant  les  puis- 
sances de  I  —  kj  et  l'on  aura  une  série  très-convergente. 
Je  dis,  en  effet,  que  k<^ki  :  c'est  ce  que  prouve  la 

I  -+-  X* 
formule  (6),  car  la  moyenne  arithmétique *■  de  i 

et  kx  est  moindre  que  leur  moyenne  géométrique  ^ki  : 
ainsi  Ar<^X* il  donc  on  finira  par  rendre  A:  <i.  Suppo- 
sons déjà  A*|  <^  I,  on  a 

donc \-  >-  Jki  >  A,  -,  ainsi  A  >  Ai,  mais  k<^ii 

I    -H  n'i 

donc,  etc. 

On  peut  donc  aussi  se  donner  k  et  calculer  Ai  ;  si  alors 
A  est  moindre  que  l'unité,  on  aura  Aj  <^  A,  et  Ton  ob- 
tiendra des  modules  tendant  vers  zéroj  quand  A  sera 
très-pelit,  l'intégrale  elliptique  développée  suivant  les 
puissances  de  A  sera  rapidement  convergente. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  pose 


(597) 
on  aura 

tang(4>  — ^)  =  cos9UDg9, 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logarithmique. 

SUR   LES    APPLICATIONS   DBS   THÉORIES    PRÉCÉDENTES. 

Nous  avons  vu  que  toute  intégrale  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  d'un  radical  tel  que 


se  ramenait  à  trois  types  simples  ne  renfermant  plus 
que  le  radical 

Ce  radical,  dans  lequel  A,  m,  m'  peuvent  être  supposés 
réels,  comme  on  Ta  vu,  si  a,  b,  c,  d^  e  le  sont  eux- 
mêmes,  peut  se  ramener  au  suivant  : 


en  faisant  sortir  A  de  dessous  le  radical  et  en  posant 

mx*  =  —  z*  et =  À'  ;  mais  alors  k  n'est  pas  néces- 

m  '  '- 

sairement  réel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  k  réel  et  compris  entre 
zéro  et  I,  ce  qui  simpIiGcra  évidemment  la  construction 
des  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

D'abord,  on  peut  toujours  supposer  A  =  ih  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical;  enfin, 

on  peut  supposer  m  =  z!z  i,  en  posant  x^ïn  =  z^si  m 

est  positif,  et  x^ —  m  =  z,  si  js  est  négatif.  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposer  m  =  dzi  et  /w'  =  liiÀ'.  Cela 


(SgS) 
posé,  on  a  TU  et  l'on  vérifie  très-facilement  que,  en  po- 
sant Â"  =  I  —  A*, 

^  =  ^(,_«')(i-A>z'), 


(i)     Si    8=8nx,      on  a    ^ 


I 


(2)  '=7i^'  di 


snx 


=-*v/(«-'')('-i=') 


(3) 


,  =  dnx.  ^=-*'y/-{.-^')(.-^'') 


(5)  .-tnx,  1=         V(.  +  '')C+^^. 


(4)  *-^d"ux'  dU: 


«6)        2  — r^» 

^    ^  tn-c 


(rj)  3=:cnx, 


(8)  3=— > 


dx 


Dans  ces  formules,  on  peut  constater  que  le  radical  est 
partout  de  la  forme 


et  que  l'on  y  rencontre  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  signes  avec  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de 
A-J,  en  supposant  A:^  <  i,  trois  combinaisons  exceptées, 
à  savoir 


is  la  première  est  impossible  si  le  radical  doit  être 
réel,  et  les  deux  autres  rentrent  dans  les  lormes  (7)  et 


mai 


(599) 

k  k' 

(8)  par  le  changement  de  -77  ^  en  2  ou  de  -7-  2  en  je.  Nous 

n'en  parlerons  donc  pas. 

II  résulte  de  là  que  toutes  les  équations  de  la  forme 

flz  . — . 

s'intégreront  par  les  fonctions  elliptiques,  et  que  toute 
intégrale  de  la  forme 

/F [»,  ^d-(i-f-i»2'J(i-t-inV) ] dz 
se  ramènera  â  la  forme 

f/[z,  ^[i-z'j[i-^\z')]dz, 
où  l'on  aura 

Montrons  sur  un  exemple  la  marche  è  suivre  pour 
opérer  cette  réduction.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 
tégrale 

r  dz 

en  posant  Arj  z  =  î^,  on  aura 

dK 


'^^•f^' 


-v)[^^~^) 


On  posera  \yoir  formule  (7)] 


9 


k\       I  —  k^ 
d'où 

''=  ITT;  <^' 


(  6oo  ) 
et  Ton  aura 


(«) 


On  en  conclut  que  î^  est  égal  à  en  f T^-^  const.  L  et 

par  suite  que 

V^i  — Ç*  =  sn  ( T-  «  -*- const.  j . 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d^uu  multiple  de  u,  et  Tintë- 
grale  u  sera  ramenée  à  la  forme  voulue 


V  V(i 


La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'indiquer 
a,  sur  celles  que  Ton  enseigne,  l'avantage  d*ètre  purement 
analytique;  elle  se  retrouve  facilement;  si  Tonn^indique 
pas  la  marche  qui  conduit  aux  substitutions  à  effectuer, 
on  peut  hésiter  longtemps  avant  de  les  retrouver.  D'ail- 
leurs, notre  méthode  a  Tavantage  de  donner  immédiate- 
ment z  exprimé  en  fonction  de  u  au  moyen  des  fonctions 
sn,  en,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  substitutions  à  effectuer  dans  les 
différents  cas  pour  réduire  l'intégrale 

/F[jr,  v/A(i  +  mx^)  (i  -h  ///'x')]ajr 
à  la  forme 

Sfb,>j[i-z^)[i-f^)]dz    ou     /<i, 
d'après  MM.  Briot  et  Bouquet,  i**®  édition,  p.  194. 


(  6o.  ) 
1°  A  positif,  m  =  —  h^y  mfz=  —  //*,  A  >  ^,  on  pose 


z 


2°  A  positif,  m  =  —  h^^mf  =  //*, 


àx=  \/i  —  «*. 
3°  A  positif,  m  =  A%  nJz=^K\h':> H^ 

hx-=z  • 

4°  A  négatif,  m^  —  h^mf^  A'% 

5^  A  négatif,  m  =  —  A»,  m'  =  —  /i'«,  A  >  h\ 


//x  =1/1 ^ — z». 


Quand  on  a  ramené  le  radical  à  la  forme  voulue,  il 
reste  encore  à  calculer  les  quaniiiés  que  Ton  a  désignées 
par  K  et  K'  et  dont  dépendent  les  périodes.  A  cet  eflet, 


K' 


on  calcule  d^abord  la  quantité  q  =  e  '^  ^  on  part  pour 
cela  de  la  formule 

Si  Ton  fait  X  ==  o,  on  a 

0,  (o)       14-2^4-29*4-2^*-+-... 

On  pourra  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  du 
retour  des  suites.  Quand  on  connaît  9,  K  se  calcule  fa- 
cilement, et,  en  eifet,  on  a 

sn  X T     H  f.r) 


(   602    ) 

et,  pour  X  =  o, 

I    H'(o) 

En  faisant,  dans  l'expression  de  snx,  x  =  K,  snor  de* 
vient  ëgal  à  i ,  et  Ton  a 

donc 

H'{o)0(K) 


1  = 


H(K)0(o) 


Remplaçons  H'(o)  =  lim  5^  pour  x  =  o,  0(K),  H(K) 

et  0(o)  par  leurs  développements  en  produits,  noua 
aurons 

ou 


s/ 


2K  _  (i  — y')(i-y< ) . . .    (i-4-y)(i  +  y») ._.j^ 

_(i~y)(i~y^)...(i  +  y)(i-hy')...(i4-y)(i4-y»).,. 

C'est  précisément  la  valeur  de  0i  (o). 
On  a  donc  finalement 

—  =0,(0)  =1 -h  2^  -4-  2^*-haç'-;-. .., 

d'où  Ton  conclut  K. 

Mais  il  est  clair  que  Ton  pourra  aussi  calculer  K  et  K' 
par  les  formules 


k'^^\ 


(  6o3  ) 

en  les  développant  en  série.  Si  k  est  voisin  de  l^unité,  K 
sera  donné  par  une  série  peu  convergente*,  mais  K'  sera 
alors  donné  par  une  série  très- convergente.  Pour  aug- 
menter la  convergence  des  séries,  on  pourra  employer 
la  transformation  de  Landen. 

Le  développement  en  série  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 


[('-*')('-*''')]"' 


I  I   ,  .r»  1.3       A*x* 


X 


0    \/{l  —  J:'][i^A'x') 

fiEMABQUE. 

Les  formules  (i),  (2),  . . . ,  (8)  du  paragraphe  précé- 
dent conduisent  à  des  formules  curieuses  que  Ton  peut 
rapprocher  des  formules  élémentaires 

COSa:  = 7      sm  j:  = • 

^  2v  —  I 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  (5)  ;  on  en  lire 


Or  z,  étant  la  tangente  amplitude  dex,  s'annule  avec  j:: 
on  doit  donc  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale zéro^  mais  alors  on  a 

y  — 1«  =  sn(A',  xy  —  i). 


ou  bien 


ln(^,  :r)  =     sn[A'fjc\  —  1  ), 


(6o4) 
ou  encore 

sn(^,a-)  I  /  f 1 

VI  — sn»(X-,  x)        ^— I 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  ca- 
rieuses  qu'utiles. 

RÉSUMÉ    DES    PainCIPALES   FOEMOLES   ELLIPTIQUES. 

,    .                             ff.r             .         2  7rx             .         3îrx 
e   (*)  =  I  —  2^  COS  -rr-  -h  2  y*  COS  —- 2,q^  COS  — _r h.  .  ., 

K.  K.  J^. 

,   ,  itx  ,         2WX  .        3irx 

Oi  (x)  =  IH-  2  CF  COS  ^rr-   "h  iq*  CO%-— h  2  y*  COS  — .  .  ., 

K.  K.  Iv 

„    ,     ,  I     .        ÎTX  I     .      StTX  2A     .      5wX 

H  (x)  =  2g*  sin  -—  —  7.q^  ^^^^ir  "+"  *9     "°~K *'*  • 

_  ,   ,  1         TTX  "î        Sttx  ^        5irx 

H,(x)  =2<7*COS  -—•  -*-  2g    COS——  -f-  2g       COS—--  4- .  .  .  , 
^    '  '  2K  2K  ^  2K 

C=[i^q^)[l^q^)[l^q^]..., 

(TTX  \     /  ItX  \ 

i  — 2gcos— -hgM  (  I  — ag'cos— -hgM  ..., 

e,  (x)  =cf  i4-2gcos^  -f-gM  f  i-+-2g*cos—  4- g*  j  . .  . . 

H(x)  =  2cg*^sin-^  (  i  —  2g'cos—  -*-g*)  (i  —  ag'cos—  4-  g"| ...» 

Hi(x)  =  acg^cos^  (  i  -H  2g'cos^  -h  gM  f  i  4-  2g*cos—  +  gM.  . ., 

e(— x)=     e(x),       e,(— x)=e,  (x), 

H(- x)  =-  H(x),         H.(-  x)  =r  H.(x), 

0(x4-K)==     ©,(x),    e(x  — K)=     e,(x), 
0,(x-4-K)=     e  (x),    0,(x  — K)=:     e  (x), 

H(xH-K)—      H,(x),     H(x-K)=:-H,(x), 
ll.[x  4.K)=^-H(z),     H.(x-K)=      H(x), 


(  6o5  > 

e  (x-haK)=     e  (jt), 
e,(x-h2K)=     ©.(jf), 

H(x-f-2K)=:-H(x), 
H,(x-f-aK)=:~H,(x). 
Si  Ton  fait 

ô       *  =A    cl     tf     **^  =B> 

on  a 

e  (.r-f2K'v''^)  =  -Ae(x),    e  (x  +  K'v^^)^  v^^BB  (x), 

0,(x-i-2K'v^^)=      Ae,(x),     e.(x-hK'v''^)  =  BH,(x), 
H  (x  -f-  2K'v/^)  ==-  ^H  (x),     H  (x  -f-  KV^)  =  v/^Be(x), 
H,(x  4- 2KV^)  =      AH.(x),     H.(xH-K'V^)  =  Be,(x). 
e(x)     est  nul  pour    a?  =  2iKH-(2y -+"0^'/^, 
Il  (a?)  »  a?  =  21 K -h  2yKV — '> 

e,(a?)  »  a?  =  (2j:-f-i)K-i-(2/-M)K'/^, 

H,(ar)  »  a:=(2£-4-i)K-+-2yK'vCr7, 

I    H(x)  ^   77^  H,  (x)  /77®'W 


snx  s'annule  pour    xe==o     et     2K, 
cnx  »  j:^K^     ""  K.| 

dnx  »  x=ih  (Kh-KV^)» 

Périodes  de  snx  =  4K.«     2K'^— i, 

»  cnx=4K-,     2KV— ï -*-3iK., 

«  dnx=2K,     4K.V""'* 

Infinis  des  trois  fonctions  ^  K'  v' — i*     2K  -f-  K'  ^—u 


(  6o6  ) 
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O  1  lA 
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(6o7) 
,     ,   ,,       snacnbdnbdtsnbcnaâna 

,     ,    ,,       cTtacnbziisna  snb  dna  dnb 

en  la±b)= =4- — — , 

-,      ,    .,       dnadnbziz  A'^snasTïbcnacnb 
dn{a±b)  = .       ..,,^.^.„,A ' 


X 


r 


1  —  Â-^sn^asn^b 

e[x)        ^  " 

J.I—  2^-f-  2y«—  2^»— ... 
C  =  O    7 j 

<7  — 49*-f-9^»  — ... 

A'*iTiacnadna&n*x  ,  ,       . 
; — ax=z  II  [Xy  a] 

e[a)       n    ^  e[x  4-  a] 


PaEMlkRBS    APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES.  FORMULES 

FONDAMENTALES. 

Dans  les  applications  du  Calcul  intégral,  les  fonctians 
trîgonométriques  se  présentent  sous  leurs  formes  in- 
verses quand  on  ne  les  introduit  pas  directement  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  Il  faudra  donc  nous  at- 
tendre à  rencontrer  par  analogie  les  intégrales  ellip- 
tiques avant  les  fonctions  directes  :  aussi  allons-nous  re- 
venir un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 

Nous  avons  posé 

t/o    ^  i  —  A^sin-'y 
et  de  là  nous  tirons 

8iof:=snFy     f^amFy 


(  6o8  ) 
Nous  poserons  encore,  avec  Legendre, 

(2)  f  ^^Y  v'i-it^sin^f  ==  E ((p)  =  E  (tp,  it). 

•/o 

La  fonction  (i)  est  l'intégrale  de  première  espèce,  Pm- 
tëgrale  E(f)  est  rintégrale  de  seconde  espèce  de  Le- 
gendre  :  elle  diiïère  de  celle  de  Jacobi .  On  a 


t/o     V I  —  A-'sm'flp  Jo 


?  sin*^ 


'f  Jo  V**  —  X''sin'(p 

La  seconde  intégrale  est  celle  de  Jacobi,  qui  se  réduit 

à  Z(a:)=A'  /     sn^xdx  quand  on  fait  sin<f  =  sinam  j:; 
t/o 

nousladcsigneronspar  J(9),desorteque  J(amx)  =  Z(x); 
nous  aurons  alors 

(3)  EW  =  F(ç)-J(î).     J(?)=F(o)-EW. 

La  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  E((j>)   repré- 
sente un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnées  seraient 

x  =  flsinç,     x  =  bcosff, 

9  est  alors  le  complément  de  l'anomalie  excentrique,  et 
l'on  trouve 


ds  =  ad(fi/  I —  sin*y, 

et^  par  suite,  en  prenant  a  pour  unité,  et  eu  faisant 

I— i«=À%  

ds  =:df^  SJ\  —  k^  sin'yi 
on  a  donc 

ce  qu'il  fallait  prouver. 


(  609) 
Si,  pour  évaluer  Tare  d'hyperbole,  on  posait 

x-=za >     y'=- b y 


ou  trouverait 


Par  une  suite  de  transformations,  on  finirait  par  ra- 
mener cette  expression  aux  fonctions  elliptiques,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  autre  voie  pour  évaluer 
Tare  d'hyperbole;  nous  prendrons  Téquation  de  cette 
courbe  sous  la  forme 

ou 

*  / 

Si  Ton  forme  l'élément  d'arc  ds  =  yjdx*  -f-  cfy',  on 
trouve 

/   ,        «'  -4-  ^*      \  j 


ds  = 


y/i<,.-H..)(..  4-^-1^..) 


ce  que  Ton  peut  écrire,  en  posant  d'abord  -  =  x\ 


2 
ds=: 


(.  +  fi±i:,'.)..x' 


après  quoi,  conformément  aux  règles  que  nous  avons 
données  pour  la  réduction  des  fonctions  elliptiques,  nous 
poserons 


y/ 


a*  -f-  b^    ,  «" 
r —  jr  = 


:î> 


Stcuc.  —  An.f  IJ.  39 


(6io) 
nous  aurons  alors 


dx**                                     tf> 
dsz=  — 


\/c  -  ^'^  (•  -  ^i^'") 


Posons 


x=sin?,   ^r:p-^-,  =  *', 

et  nous  aurons 

d^  a^\  —  X' 


ds=z 


Nous  poserons 


(4)        ,(,)=  rv(Lzi:_j?_. 

l'are  d'hyperbole  sera  donc  représenté  paraT{ç)  et  sim- 
plement parT(o),  quand  a  sera  Funité.  La  suite  des 
transformations  que  nous  venons  d'eflectuer  revient  k 
faire 


^/ 


1         ,       sm  9 


I  —  X'  coso 


X  -^  aa^  =^  a^\  —  X*  tangf , 

ak        Ji  —  X-^sin'o 

J— ^• 

V^i  — X^  costp 


COMPARAISON    DES    ÀUCS  d'eLLIPSE  ET  d'hTPERBOLE. 


Nous  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de  formules  employé  dans  le  précédent  et  nous  prou* 
▼erons  d'abord  que  la  fonction  T  se  ramène  à  E  et  à  F 
(^il  est  bon  de  remarquer  que  T  est  un  cas  particulier  de 


(6ii  ) 
Tintëgrale  de  troisième  espèce)  \  on  a 


Jo    cos'vvi  —  A*sin* 


y  yi  —  A*sin*ç 


Si  l*on  observe  alors  que 


, : — : ,  /         I  X'ianff*®      Ar*sîn'©\ 

diàn^f^yji  — ^'sm\=  dy( = -. '  ) 

\cos»<pV            V  s!          ) 

^  r  (i  — /M  A»      — ^>sin»(pn 

=  «?    =-l — .  -^=  h 

Lcos'<pV             V  V      J 

on  aura,  en  intégrant  et  en  ayant  égard  à  (i),  (2),  (3), 


(5)     tang9V^i  — A='8in»«P=Y(ç)  -f-  (A-'—  i)F(9)  — £(9): 

la  fonction  T(7)  se  ramène  donc  à  F(9)  et  à  £(9). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprimer  T  (9)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  et  de  modules 
diflérents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  Ton  prouve 
que  F(<p)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E;  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  Landen  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'écrire 

^©1  \  A-  k  do 

^   '  ^1 — AJsin'fi  ^       ^i  —  /^sm*^ 

et  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  angles  f  et  f  1  peut 
s'écrire 

(7)         sin^y,  =  -  (1  +  Xsin*y  —  cosfy^i  —  A'sin'f); 

mm 

d'ailleurs, 


1  +  /i 


(6.2) 

Si  nous  multiplions  membre  à  membre  (6)  et  (7),  nous 
aurons 

-  J(^.,T.)  =  -^  J(^,?)+  —^  F(^>?) 4^^'°?» 

ou,  en  vertu  de  (3), 

J3[F{X„  ?,)-£(*.,?,)] 
mais  la  formule  (6)  donne 

en  remplaçant  alors  F(/r,,  a)|)  par  cette  valeur,  on  a 

v/ 1  —  X , 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


SUR  L*ÀUDITION  DBS  INTÉGRALES  DE  PREMIERE  ESPECE. 

Les  questions  traitées  cl-dessus,  quoique  se  rattachant 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pourraient  se 
traiter  sans  avoir  aucune  notion  de  ces  fonctions;  il  était 
bon  de  les  signaler,  parce  qu'elles  ont  fait  naître  des  re- 
cherches ultérieures  et  ont  été  le  point  de  départ  de  la 
théorie:  on  saitqu'Euler  avait  deviné  Tintégrale algébri- 
que de  Téquation  d'où  dépend  le  théorème  de  l'addition 
des  fonctions  snx,  cnor,  dnx.  Il  convient  de  faire  con- 
naître ici  une  méthode  géométrique  due  à  Lagrange,  qui 
a  du  contribuer  pour  sa  part  à  faciliter  les  premières 
recherches^ 


(6.3) 

Soient  Qjy  ^,  fA  les  côtés  d'un  triangle  sphérique  et  G 
Tangle  opposé  à  /x;  posons 


sin*C       ,,  r,      _i_  y r. 

sin'f* 

Supposons  actuellement  que  Ton  fasse  varier  a>  et  ^  en 
laissant /ui  constant,  ainsi  que  Tangle  C,  nous  aurons 


(i)  cos/x=:  cos-pcos^!»!!!  siny  sin^p^  I  —  A-'sin'^;   ' 

mais,  le  c6lé /ui  variant  seulement  de  position,  ses  extré- 
mités décrivent  sur  les  côlés  ^  et  ip  des  éléments  d^  et  d^ 
dont  les  projections  sur  /ix  doivent  être  égales.  En  effet, 
soient  A  Â' et  BB^  les  positions  voisines  du  côté  /z,  si  du 
point  O  où  se  croisent  ces  positions,  comme  pôle,  on  décrit 
les  arcs  BC,  A'C,  comme  0B=  OC,  A'O  =  C'O,  il  faut 
bien  que  AC  =  B'C.  Or 

AC  =  </ycos(y,  fi),     B'C  ^d^cos('^jit): 
donc 

tiff  ces  (y,  fx)  =  di^  cos(>|»,  /a), 
ou 

dif^i  —  siri'  (ç,  i^^zzzd^^i  —  sin'(>]*,  ft  j  ; 
mais 

sin(y,  p) sinC 

&in  ^  siii  p 

donc 

sin(^,  f*)  =  ^'  sinTJ;. 

La  formule  précédente  donne  alors 


(2)  dff^i  —  Â'sm'-^^ihd^i^i  —  A'sin^ip. 

La  formule  (i)  est  donc  l'intégrale  de  celle-ci,  (ij  est 
constant;  si  Ton  fait  alors  ^  =  o,  on  a  /x==(j).  Si  Ton 
écrit  (2)  ainsi 

(3)  ^W=  +  -..=fL=  =  o, 
^i  —  A'sin'<j>        \U  —  X'sin'f 


(6.4) 

OU 

(4)  F{9)  +  F{^)=F{p), 

F(fji)  désignant  la  constante,  |x  se  réduira  à  f  pour  ^  =  o, 

et  (i)  sera  équivalente  à  la  relation  transcendante  (4); 

la  formule  (i)  devant  avoir  lieu  pour  (jl=  o  etç  = —  ^j 

il  faudra  alors  prendre  le  signe —  devant  le  radical.  Que 

Ton  fasse  o  =  ania,  i{/=  amfc,|ji  =  am(a-f- i),  on  aura 

alors 

en  (a  -h  b)  =z  cnacnb  —  snasnbdn{a  -h  ô). 

Cette  équation,  combinée  avec  les  suivantes  : 


cna  =  y  i  —  sn'rt, 


dnfl  =  ^  I  —  /-'sn'fl , 

fera  connaître  cn(a-l-fc),  dn(a  -h  b)  et  sn[a-hb)  :  on 
retrouve  ainsi  les  formules  fondamentales  de  l'addition 
des  fonctions  elliptiques.  On  peut  retrouver  ces  formules 
en  cherchant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 


LIGUES    DE   COUHBURE    DE    l'hYPERBOLOÏDB. 

On  peut  considérer  les  lignes  de  courbure  de  Fhypcr- 
boloïde  gauche  comme  les  lignes  bissectrices  des  géné- 
ratrices. Or  les  génératrices  ont  pour  équations 

jr         z  .9*         z 

-  r=  -  cosfp -hsino,      -  =  -siniJ/ — cost!», 
a       c        '  a       c 

--  =  -  sin  o  —  ccsç,     T  =  -  coso  -h  sin ^, 
b       c       ^  ^       b       c       ^ 

Les  paramètres  (fel^  servent  à  caractériser  une  généra* 
trice*,  en  les  prenant  pour  variables,  les  équations  diffé- 
rentielles des  lignes  de  courbure  prennent  la  forme 


(6.5) 
équations  dans  lesquelles  on  a 


*■ = 'Mï 


(K^' 


©  / 


en  efiectuant  les  calculs,  on  trouve 


v/i  — A'*sin»4'  t/cp  =  =b  /i  —  k^  sin*  cp  d^. 


OU  bien 


do 


d^ 


—  —  H - 


=  o, 


d^où  Ton  conclut  réquation  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  finie.  11  est  assez  curieux  que  Ton  puisse  ramener 
ainsi  aux  fonctions  elliptiques  la  solution  d'un  problème 
résolu  par  une  tout  autre  voie. 


THÉORÈME  DE  PONCELET. 


Voici  encore  une  interprétation  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  Tun  a   l'autre^  soient  R  et  r  leurs 


rayons  et  PQ,  PQ'  deux  tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r^  soit  OO'la  ligne  des  centres 

arcAP=a$)R|     arcAQ  =  2^R, 


(6,6) 
On  aura 

mais  les  triangles  semblables  PPM,  QQ'M  donnent 

PF  _  MP  _  MP. 

ainsi 

dfcp  _MP 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  r  au  point 
de  contact  de  PQ,  et  Ton  a 

MP'=  ÔT*  — /^  =  R» -4- a' —  r» -+- 2 Rfl  cosoç. 

!SQ*=âQ'  — r»=R»-4-û«— r»-4-aRflC0sa^: 

on  a  donc 


ti^ /R'-+-fl«  —  r*-l-  2£iRco8  2ç 

d^       V   R'  -+-«*  —  '■'  -h  2flRcosa\J» 

__      /(R  +  fl)»—  r'--2ûRsin»^^ 

*~  V   (R  +  ''}'  —  r"—  iûRsiiâ'»;** 
Si  Ton  fait 

2/7R 

(R  -hrt)'  — r' 
on  a  Téquation  connue 

dif  d"^ 


d*où  Ton  peut  conclure  une  construction  goomëtriquc 
de  son  intégrale.  Mais  on  peut  en  déduire  un  résultat 
nouveau. 

L*équalion  précédente  devient,  en  intégrant^ 

Jr*?  d^  /»^  d^ 

—  /*^  ^f* 

J^j    V  1  —  ^*sin> 


(6i7) 
et  (À  est  la  valeur  de  ^  pour  ^  =  o.  On  voit  que  fi  ne  dé- 
pend ni  de  9  ni  de  ^;  si  donc,  à  partir  du  point  (f,  on 
mène  une  seconde  tangente  QR  au  cercle  intérieur,  et 


si  Ton  pose  AR  =  2;^,  on  aura  encore,  en  posant 

I— /•*sin*y==<^,     1  —  X*sin'>|>  =  Y,     ...,     i— X*sin'ft  =  BI, 

Jo     V^^      Jo     V/X      Jo    V^^Â' 

en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  Tare  a0  =  AS  et  Tare  a;^  une  relation  analogue: 

les  intégrales   /     -?r,    (    -p-  >  . . .  forment  donc  une  pro- 

Jo    V^*   Jo  V^^ 

gression  arithmétique  dont  la   raison  est  | 

Jo 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 

le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcscp,  ip,  X»--- 

sera  de  la  forme  cp  +  2/z7r.En  ajoutant  alors  les  formules, 

telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


o  7m 


0    V^'^jo  \/*""'"Jo     VM 


OU  bien 


(6.8) 

le  premier  membre  de  cette  formule  ne  dépend  pas 
de  ç;  car  on  peut  prendre  pour  limite  o  et  mz.  Donc  : 

S* il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  infinité 
de  poly  gones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s^applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet  :  la  dé- 
monstration précédente  est  de  Jacobî. 

ADDITION  DES  ARCS  d'eLLIPSE.  —  THÉORÈME  DE  FAGNAVO. 


Nous  avons  posé 


Nous  aurons  alors 


'     k^sn^{x-^y)dxz=  j  X»sn*(x-4-r)^ 

o  t/O 


OU 

1      A'»sn»  (x-^y)dx^Z  (^  -hj)  —  Z(j"). 

t/O 

f    Â'^sn'{x--y)dx^Z{x—jr)^Z[x). 
Jo 

Retranchons  ces  formules  Tune  de  Fautre,  en  ayant 
égard  aux  relations 

,  ,  ,  ,         asïij:  cnr  dnr 

gn   .r  H-  ^    -I-  sn  {x  ^x)  " 71 ~ r  » 

,  ,  ,  ,         2snr  cnx  dnx 

^        -^  ^  ^         -^  '       I  —  X'  sn'x  sn»/ 
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nous  aurons 

4X'  sna:  sn/  cna:  en/  diur  un  y 


X 


^/x 


(i  —  A'  sn'x  sn*/)^ 

=  Z(x-f-r)-2Z(7)-Z(ar-j). 

La  quantité  sous  le  signe  /  est  une  dérivée  connue,  si  l'on 
observe  que  2sn^  en  a;  dnj?  est  la  dérivée  de  sn^^,  et 


Ton  a 

asn'jr  %nr  cnv  âny 


=  z  (x^-r)  -  azcr)  -  z  (^-r> 


1  —  /  '  sn' j:  sn'j 
Si  Ton  pose  alors 

çr=:amx,  >|>z=amj,  p=:ain  (x -4-7),  v  =  am(x — j^), 
et  si  Ton  observe  que  Zu  devient  J(amu)9  et  que 
Z(x)  =  J(7)  =  F(?)-E(v),  ..., 

la  formule  précédente  devient 

2sin^(p  sin^l*  cos-»]»  v^  1  —  ^'  sin'4' 
I  —  À^  sin'f  sin'f 

=  F(fx)  — 2F(>[»)--F(v)— E(^)-l-2E(.!/)-HE(v); 

et  comme  F(u)  =  F(cf)  -hF(v|^), 

2sin>  sin>l  cos>l  s/  I — ^'sin»^Il  ^,  ,       „,^  ^,,. 

si  Ton  échange  (p  et  (|^,  (x  ne  change  pas,  v  se  change  en  —  v 
et  le  second  membre  devient  —  E((x)  — E(v)  4-  aE(<j>). 
En  ajoutant  alors  à  cette  formule  celle  que  l'on  obtient 
en  changeant  <f  en  ^,  et  vice  versa,  on  trouve  [eu  égard 
à  la  formule  qui  fait  connaître  sn  (  j:  +  j")] 

E(ç)  -+-E(>!<)  —  E(pi)  =  /•'  sÎDf  sin^  sinp 

On  obtient  le  théorème  de  Fagnano  en  posant  fi  =  -> 
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alors  E(/i)  est  le  quart  d'ellipse;  nous  le  désignerons 
par  E  et  nous  aurons 

(i)  F(y)  -4-  E(.|;)  —  E  =r  /•»  sinr  sîdt^. 

Entre  les  angles  9,  ^,  /i,  on  a  la  relation 


cosfi  =  cos^  cosvj;  —  sinç  sin-»]»  ^1  —  A'  sin'/x. 
Si  alors  on  fait  fi  =  -9  on  a 


o  =  C0S9  cos^  —  siuf  sin-»}  ^1  —  â^ 
ou 

(1)     tangf  tang-^  =  — ^r ou     A  tang^  tang>!/  =  i. 

La  formule  (i)  montre  que,  si  les  arcs  d'ellipse  E(9)  et 
E  —  E(i[i)  sont  tels  qu'ils  correspondent  à  des  anoma- 
lies 9,  4*  satisfaisant  à  la  formule  (2),  leur  différence  est 
reciifiable.  Les  équations  de  Tellipse  sont 


X  =  sin^ ,    jr  =  ^  i  —  a-  cosy  =  b  cos^. 

Si  Ton  cherche  la  distance  /  du  point  cp  de  Tellipse  à  la 
perpendiculaire  menée  de  Torigine  sur  la  tangente,  on 

trouve 

X-'tangip 

V^^Uanj-^»  -h  ij  H  -h  tang'y) 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  une  équation 
du  quatrième  degré  en  tang  9,  à  savoir 

b*  tang*<|p  H-  tang'f  f  i  -+-  />*  —  —-  j  -+- 1  =  o« 

Soient  cp  et  vp  les  deux  solutions  de  cette  équation,  on  en 

déduit 

b  tangf  tang^j;  =  i. 

L'identité  de  cette  formule  avec  (2)  montre  de  quello 


(6a,  ) 
façon  doivent  être  construits  les  angles  f  et  ifi.  On  voit 
que  les  arcs  E((p)  et  E  —  E(ip)  auront  une  différence 
rectlfiable,  s'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les  nor- 
males menées  par  leurs  extrémités  soient  à  des  distances 
égales  du  centre  de  Fellipse. 


SUR    LES    ARCS    DE    LEMNISCÀTE. 

La  lemniscate  est,  comme  Ton  sait,  une  courbe  telle 
que  le  produit  de  ses  rayons  vecteurs  issus  de  deux  points 
fixes  est  constant.  Son  équation  en  coordonnées  po- 
laires est,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
les  points  fixes  et  pour  origine  le  milieu  de  cette  droite, 

r*  —  2^*/^  COS2  0  -\-  a*  =i  b\ 

^a  désignant  la  distance  des  points  fixes  et  b  une  con- 
stante. 

M.  Serret,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  Mil  du 
Journal  de  M,  Liouuil/e,  a  montré  que  toute  fonction 
elliptique  de  première  espèce  pouvait  être  représentée 
par  deux  arcs  de  lemniscate.  Voici  son  analyse  : 

Soit  -  <^  I ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 

distinctes.  On  pose  ~  =  sin2vp.  Soient  s\  et  a*  les  deux 

arcs  de  lemniscate,  dont  les  extrémités  ont  pour  angles 
polaires  6^  et  6*1,  on   a 


h^    /*®«  Vcos2Ô-f-  v^ros'20  — cos'2>^    _ 


0     ^         cos'aO  —  cos'ax}* 

f,2     /•^«VcOSaO  —  V^COS^2Ô  —  COS*2^{l 


dQ 


«.  V 


C0S'2d  —  C0S'2C> 
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On  déduit  de  là,  en  ajoutant  et  en  retrancliant, 


.:  +  a;  =  v/»-J 


dS 


Q       ^COS2  6f  —  COS2i{f 


'fl       V'C0S2  9   -f-  COS2r[; 

Si  Ton  pose,  dans  la  première  formule, 

sind  =  sin>|>  sin^ , 
dans  la  seconde, 

sinG=rcos^  sinç), 
on  a 

,;  +  a;  =  ^  [F  {sin^,<f,)  -  F  (sin^,,?,)] 

s\  —  (jI  =  ~  [F(cosAi/,ç,)--  F(cos>^.«ï>J]. 

On  voit  que  les  modules  de  s\  -h  aj  et  de  s^  —  cl  sont 
complémentaires. 

Un  calcul  un  peu  différent  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions quand  on  suppose  -  ^  i  ;  mais  alors  ce  sont  les 

arcs  correspondant   à  des  rayons  vecteurs  perpendicu- 
laires qu'il  faut  désigner  par  s\^  g\. 

La  lemniscate  de  Bernoulli  est  la  plus  célèbre  ;  elle  a 
pour  équation 

r'  =  2û*  COS2  9. 

L'arc  de  cette  courbe  est  donné  par  la  formule 

^COS2  9 

Si  Ton  pose 

8mO=  -rrsm©. 
Va      ^ 
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on  a 


ds-=^a 


y/,_isin'9 
On  ca  conclut,  en  comptant  convenablement  Tare, 

OU  bien 


s 
On  trouve  aussi 


=  11  FI  -5  arcsiD(v^sinO) 


AIRES  DE  QUELQUES  COURBES. 

La  quadrature  d'une  courbe  du  troisième  degrc  ne  dé- 
pend absolument  que  des  fonctions  elliptiques^  pour  nous 
en  convaincre, plaçons  l'origine  sur  la  courbe:  Téquatiou 
de  la  courbe  sera  de  la  forme 

?i9  ?i)  9$  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
I,  2,  3.  On  peut  l'écrire 


■•{■•9 


*'?3l   I,-)   -f-2*?.l  I,  -)-+-?.  Il,-)  =0, 


et,  en  posant 

on  a 

x'fjfi,/)  -4-3x9,(1,/)  -h  y,(i,r)  =  o. 

On  en  tire 

x= , 


(624) 
en  appelant  alors  R  la  racine  d'un  polynôme  du  qua- 
irième  degré,  on  voit  que  x  est  de  la  formey(;,R),  où  y 

désigne  une  fonction  rationnelle;  -^t-  et  y  =^  tx  seront 

de  la  même  forme,  et  par  suite  Tintégrale 


J^''=!^'i'* 


ne  dépendra  que  des  fonctions  elliptiques. 

Lorsqu'une  courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points 
doubles,  on  peut  aussi  exprimer  son  aire  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques.  Eneflet,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation homographique,  on  peut  transporter  les  deux 
points  doubles  à  riniini:  soit 

Téquation  de  la  courbe  ainsi  transformée  *,  on  peut  sup- 
poser que  z  =  o,  jî=o  et  z  =  o,y  =  o  soient  les 
coordonnées  des  points  doubles.  Quand  on  fera 


z  =  o,     X=:  o 


dans  les  formules 


dx"    '      àjr"'    '     ils 


elles  devront  être  satisfaites  ;  les  dérivées  des  termes  du 
quatrième  degré  en  x  et  /  devront  donc  s'annuler  pour 
x=  Oj  ce  qui  exige  que  le  terme  en  /*  et  le  terme  en  xy' 

soient  nuls;  la  dérivée  -pétant  nulle  pour  x  =  o,  il  faut 

que  le  terme  en  x^  soit  nul  également-,  on  verrait  de  même 
que  les  termes  x'j",  et  x*  ainsi  que  j^*,  disparaissent. 
L'équation  de  la  courbe  prend  donc  la  forme 

Ax'  r'  -+■  B x»^  -+-  Cxj» 

H-  Dx»  -+-  Exj  -+-  F^'  -h  Gx  -f-  H/  -h  K  =  o, 
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et,  si  Ton  rësout  cette   équation  par  rapport  k  y^  on 
trouve  pour  cette  fonction  une  expression  rationnelle  par 
rapport  à  a:  et  par  rapport  à  un  radical  recouvrant  un 
polynôme  du  quatrième  degré. 

sua  LES  COURBES  DE  DEGUÉ  m  QUI  OKT  -  (m  —  i)  (m  —  a) 

POINTS   DOUBLES. 

On  sait  que  -  [m  —  i)  [m  —  a)  est  le  nombre  maxi- 

mum  de  points  doubles  que  puisse  posséder  une  courbe 
d'ordre  m. 

Une  courbe  d*  ordre  m  qui  possède  -  (m  —  i)  (^  —  2) 

points  doubles  est  quarrable  par  les  fonctions  algé^ 
briques  et  logarithmiques  (y  compris  les  fonctions  cir* 
culaires  ins^erses). 

Il  suffit  de  prouver  que  Vx  et  ly  de  cette  courbe  sont 
fonctions  rationnelles  d*un  même  paramètre  X;  pour  y 

parvenir  par  les -(m  —  i)  [m  —  2)  points  doubles  D  de 

la  courbe 

d'ordre  m,  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  m —  2.  Cette 
courbe  est  déterminée  quand  on  l'assujettit  à  passer  par 

-  (m  —  a)  (m  -h  1)  points  •,  or  ,  elle  passe  déjà  par 
-[m  —  i)  (m  —  a)  points  D  :  on  peut  donc  l'assujettir 


2 
encore  à 


I 
2 


2)  (/w  -h  1) [m  —  i)  (/7j  —  a)  1= 


conditions.  Nous  l'assujettirons  à  rencontrer  la  courbe 
(i)  en  m  —  3  points  fixes  que  nous  appellerons  A-,  elle 
contiendra  alors  dans  son  équation  un  paramètre  arbi- 

Stjl'Rm.  —  An. y  II.  (\0 
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traire  1,  et  cette  équation  sera 

(2)  ff[x,x)-^H{^^y)=^o. 

Maïs  cette  courbe  (2)  coupe  (i)  en  m  (m  —  2)  points;  sur 
ces 771  (m —  2)  points,  les  points  D  comptent  pour  deux 
et  équivalent  à  [m  —  i)  (''*  —  ^)  points  d^intersection  ; 
si  l'on  y  ajoute  les  m —  i  points  A,  on  voit  que 

[m  —  i)  [m  —  2)  -\-  m  —  3  =/n'  —  am  —  i 

points  d'intersection  des  courbes  (1)  et  (2)  sont  fixes  et 
connus  ;  il  n'en  reste  plus  que 

m(m  —  2)  —  (/w*  —  2iw  —  1)  =  I 

qui  soient  variables.  Si  Ton  forme  alors  la  résultante  des 
équations  (i)  et  (2),  toutes  les  racines  x  de  cette  résul- 
tante seront  connues  et  indépendantes  de  X,  à  l'exception 
d'une  seule  que  Ton  obtiendra  par  suite  à  Taide  d'une 
simple  division  et  qui  sera  rationnelle  en  X.  Ainsi  xety 
s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  X. 

c.  Q.  F.  o. 

Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  x  ety  sont 

des  fonctions  rationnelles  de  X  de  la  forme  tttt  >  ?-rT» 
^  ^  ^  ^\)    ^[\) 

?»  X'  ^  ctant  de  degrés  m  au  plus^  x  ety  seront  les  coor- 
données   d^une  courbe   d'ordre   m  ajrant  -  [m  —  1) 

[m —  2)  points  doubles. 
Posons,  en  effet, 

z  étant  introduit  ici  pour  l'homogénéité  ainsi  que  ^ 
(nous  supposerons  ultérieurement  z=i,  /ji  =  i).  La 
couibe  représentée  par  les  équations  (1)  coupera  ladroite 

(2)  tfx -+- ^y-+- fz  =  o 
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en  m  points,  car  lesX  d'intersection  seront  donnés  par 
la  formule  du  degré  m 

1  aura  m  valeurs  et  par  suite  x  eijr  auront  m  valeurs 
simultanées. 

Comptons  maintenant  les  points  d'inflexion  ;  ces  points 
satisfont  à  l'équation  (a)  et  aux  suivantes  : 


(3) 

(4) 


d*       ,  âr  dz 


d»x 


dy 


d^z 


dV 


h  ft  — —  -f-  C z=  01 


dV 


or,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  (  a)  el 
(3)  peuvent  s'écrire 


(5) 
(6) 


a\  x" 


a\  X 


dX« 

d»x 
d? 


^xy 


d\ 


'X 


dXdp    •  ^^  d^^ 


o, 


dXdp 


) 


. . .  =  o; 


la  résultante  des  formules  (4))  (5),  (6  )  donnera  les  \  des 
points  d'inflexion.  Or  (5)  et  (6)  se  simplifient  et  peu- 
vent s'écrire 


d\ 


d»r 


d/x«  dfA» 


d's 


d/x> 


d^x         ,    dV  d'z 

a  -TT-r h  0   rr-j-  4-  C  -— —   =  O^ 


dXdp   '    ^  dXdfA  dXdu 

et  la  résultante  cherchée  prend  la  forme 


d' 


dx' 

d^x 

dXdpi 

d»x 

dJlJ 


d»r 
dX» 

dW 


dV 
d»2 


dXdp 

dXd^ 

d«r 

d's 

df.» 

d^ 

=zO. 
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Cette  équation  est  manifestement  du  degré  3 (m — 3); 
ainsi  la  courbe  considérée  possède  3  (m  —  2)  points  d'in- 
flexion. Or  une  courbe  d'ordre  m  possède  normalement 
3m  (  m  —  2 )  points  d^inflexion  ;  celle  que  nous  considé- 
rons en  a  donc  perdu 

Zm[m  —  2)  —  3(/iï  —  2)  =  3(/iï  —  i)(''*  —  ^)* 

Or  on  sait  que  les  points  d'inflexion  ne  disparaissent 
que  parce  qu'ils  se  trouvent  remplacés  par  des  points  sin- 
guliers.   Chaque    point    double  faisant  disparaître  six 

j,.    n     .                           1              3(m  — i)(m  —  a) 
points  d  inilexion,  on  en  conclut  que  — L  ^ * 

ou  -  (m  —  ^){^  —  ^)  points  doubles  se  sont  attachés  à 

la  courbe.  c.  q.  f.  d. 

II  faut  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  compte  des  points  situés  à  Tinfinî,  ce 
qui  résulte  de  Temploi  des  coordonnées  homogènes.  En 
second  lieu,  nous  n'avons,  en  fait  de  points  singuliers, 
considéré  que  des  points  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
énoncés  devront  être  corrigés  si  les  points  singuliers,  au 
lieu  d'être  des  points  doubles,  devenaient  points  tiiples 
ou  seulement  points  de  rebrou ssemen t. 

Les  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Clebsch  qui 
les  a  établis,  mais  moins  simplement,  dans  le  Journal 
de  Crelle  (t.  64,  p.  43). 

Sun  LES  COURBES  d'oRDRE  m  POSSÉDANT  —  m  [ni  —  3) 

POINTS    DOUBLES. 

Les  courbes  d^  ordre  m  possédant  -m  (m  —  3  )  points 

2 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  elliptiques. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  courbe 
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d'ordre  m,  possédant  -m  {m  —  3)  points  doubles  D  \  ce 

nombre  est  égal  a-  [m  —  i)(w»  —  a)  —  I5  c^est-à-dire  au 

2 

maximum  du  nombre  des  points  doubles  moins  un. 
Pour   déterminer  une   courbe    d'ordre  m  —  a,   il  faut 

-[m  —  2)  [m  "h  X  )  conditions  \  on  pourra  donc  assujettir 

une  courbe  d'ordre  m  —  a  à  passer  par  les-  m  [m  —  3) 
points  D  et  par 

-  [m  —  2)  [m-h  i) m  [m  —  3)  —  1  =z  m  —  1 

autres  points  de  la  courbe  (  1  ),  que  nous  appellerons  A. 
Cette  courbe  contiendra  dans  son  équation  un  paramètre 
arbitraire  X  et  pourra  être  représentée  sous  la  forme 

(2)  (p(x,7)-l-^^(x,r)  =  o; 

mais  cette  courbe  (2)  coupe  la  courbe  (i)  d'abord  en 
m  [ni — 3)  points  confondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  et  en  ira  —  2  points  A,  ce  qui  fail 
en  tout  m*  —  2 ira  —  2  points  5  or  les  courbes  { 1  )  et  (  2  ) 
devant  se  couper  en  m  (m  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  (  1  )  et  par  les- 
quels passera  encore  la  courbe  (2).  Nous  supposerons  les 
points  A  fixes  ;  les  points  B  dépendront  alors  de  la  valeur 
attribuée  à  X^  nous  les  déterminerons  comme  il  suit  : 
Par  l'origine,  imaginons  une  série  de  droites 

(3)  r=«*, 

passant  par  les  intersections  A, B,D  des  courbes  (i)et 
(  2)  ;  les  coefficients  angulaires  a  seront  racines  de  l'équa- 
tion 

(4)    (7»  — «-«^i)  (ri  — a^j)  (/s — aj:,)...r=o     ou     R=o, 
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dans  laquelle  (ari,/i),  (Xt^/t),  ...  sont  les  solutions 
communes  à  (i)  et  (a);  on  peut  supposer  que Xt 7^1  et 
XtX%  sont  les  coordonnées  des  points  B.  Alors  on  voit: 
i^que  Téquation  (4)  est  la  résultante  de  (i),  (2)  et  (3): 
a?  que  celte  résultante  est  divisible  par  le  facteur 

que  nous  représenterons  par 

(5)  Aa»-H2B»-+- C  =  o     ou     R,  =  0, 

et  qu'il  sera  facile  de  former.  Ce  facteur  fera  connaître  les 
coefficients  angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux 
points  B  ;  3^  la  résultante  R  =  o  pouvant  s'obtenir  en 
éliminante:  entre 

y(x,aj:)  =  o     et     *p  (j:,aj:) -h5i>î^(jc,ax)  =0 

sera  de  degré  m  par  rapport  à  X;  mais  comme,  dans  cette 
résultante^  Xa,^s,  Xi^y^. . . .  sont  indépendants  de  A,  le 
facteur  Aa*  ■+-  aBa  ■+-  C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
Téquation  (5)  sera  du  degré  m  en  X. 
On  tire  de  (5) 

-  B  -4-  v/B'  ~  AG 

(6)  a^ , 

en  ne  considérant  que  l'une  des  valeurs  de  a  ;  la  valeur 
correspondante  de  x  s'obtiendra  par  les  considérations 
suivantes  :  soient  a.*,-  et  &/,•  les  coefficients  de  0:*^' dans  cp 
et  ^  et  Cij  =  Oij  -t-  X  é,y,  faisons  varier  a,;,  i,y,  a^i  ^11  de 
manière  à  ne  pas  altérer  la  résultante  Ri  =  o  ^  les  Quan- 
tités X  ne  varieront  pas,  et  Ton  aura 

dR,    ,^  dR,    ,^ 

;-; aCy  -\ — dCu=0', 
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cette  dernière  formule  peut  s'ëcrire 

^y'dCij  -+-  a^y^  dCkt  =  o, 
et  l'on  en  conclut 

de  là  plusieurs  manières  de  se  procurer  x  en  fonction 

rationnelle  de  a  et  de  X,  par  exemple  au  moyen  de 

Téquation 

dR,  dRi 

dC,i  dCgg 

Maintenant  revenons  à  la  formule  (6) ,  pour  étudier  la 
quantités*  — AC  placée  sous  le  radical  et  la  décom- 
poser en  facteurs.  Pour  cela  annulons-la  :  l'équation 
B,  =  o  aura  une  racine  double*,  les  droites  allant  de 
l'origine  aux  points  B  seront  confondues,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  :  1^  soit  parce  que  les  points  B  sont  en  ligne 
droite  avec  l'origine^  2à^  soit  parce  que  les  points  B  sont 
confondus. 

1°  Supposons  d'abord  les  points  B  en  ligne  droite  avec 
l'origine^  x  doit  être  indéterminé;  donc,  dans  les  for- 

mules  (7),  les  — -i-  doivent  être  nuls.  Or  on  a 

dl  ~  2à  dc,j  "dX"  ""  -i  dCif    *^  ~  ^'' 
mais,  l'équation  (5)  ayant  une  racine  double,  on  a  aussi 

dR. 
dx 

j  dR,  .  -.  A 

or,  quand  on  pose  -3—  =  o  ou  Aa  +  B  =  o,  oua  =  —  -  • 

Rt  se  réduit  à 

B'  —  AC 
Ri  = : \ 
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en  égalant  -~  à  zéro,  oa  a  alors 

donc  enfin  B*  —  AC  s'annule  en  même  temps  que  sa  dé- 
rivée pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
sont  eu  ligne  droite  avec  Forigine;  B'  — AC  aura  donc 
autant  de  facteurs  doubles  quUl  y  aura  de  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  les  points  B  sont  en  ligne  droite  avec  To- 
rigiuo,  et  Ton  pourra  écrire 


v/B»  — AC=e(>)v^V. 

• 

2^  Supposons  maintenant  les  points  B  confondus,  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  cette  circonstance  se  présen- 
tera s^obtîendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i)  et 
(2)  se  touchent  :  alors  aux  points  de  contact  on  aura 

ilûc  '  \dx  dxj        djr  '  \df  i\jr)        dz  '  \d3  dzj  ' 

en  égalant  ces  rapports  à  -9  en  cliassant  les  dénomina- 
teurs, puis  en  éliminant  p  et  X,  ou  trouve 

(8)  J  =  o, 

J  désignant  le  déterminant  de^*,  cp,  ^,  L'équation  (8)  est 
celle  de  la  jacobienne  des  courbesy*=  o,  y  =  o,  «p  =  o  ; 
or  on  sait  que  (Salmon,  Leçons  (T Algèbre  supérieurr, 
traduites  par  Bazin,  p.  y 2)  si  les  courbes  ^  ==  o,  4*  =  o 
sont  de  même  degré:  i^  la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes',  a^  siy=o  a  un  point 
singulier  en  D,  la  jacobienne  y  a  un  point  singulier  avec 
les  mêmes  tangentes  et  par  conséquent  coupe y^=  o  en 
six  points  confondus  en  D  3  3°  la  jacobienne  touche  la 
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courbe  /aux  points  A  et  par  conséquent  y  coupe  feu 
deux  points  confondus. 

Or  la  jacobienne  est  de  degré 

m —  i-H2(/iï  —  2)==  3/w  —  7; 

elle  coupe/ .=  o  en  m(3/n  —  7)  points  dont  il  faut  dé- 
falquer les  points  D  au  nombre  de 

6  —  m[rn  —  3)  =3iii(/w  —  3), 

et  les  points  A  au  nombre  de  9.[m  —  2)  ;  il  reste  donc 

m[Zm  —  7)  —  Zm{m  —  3) —  2  (m —  2)  =4 

points  où  la  jacobienne  peut  rencontrer  y  =  o  et  par 
suite  où  la  courbe  (2)  peut  toucher  (i),  et  par  suite 
quatre  valeursdeXpour lesquelles  B*  —  4  ACs^annulepar 
le  fait  du  contact  de(i)  et  (2].  Le  polynôme  V  est  donc  du 
quatrième  degré  en  X^  d^où  il  résulte  que  Va  et  par  suite 
r  j:  et  Vy  d'un  point  variable  B  de  la  courbey*=  o  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
mètre X  et  d'un  radical  de  la  forme 


\J\'  -^  aX»  -t-  pX«  -r  yX  H-  J, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  plus  haut. 

La  première  démonstration  de  ce  théorème  est  due  à 
M.  Clebsch  [Journal  de  Crelle,  t.  64,  p.  210). 

Remarque.   —  On  pourra  représenter  les  coordon- 
nées X,  Y  ^^  '^  courbe  (i)  sous  la  forme 

x  =  f[x.^(i-X«)(i-X-»X=)], 
'^  =  *[X,V^(i~X^)li-A>X')J. 

à  Taide  d'une  transformation  rationnelle  opérée  sur  la 
variable  X^  si  l'on  fait  alors  X  =  sn^,  on  aura 

a:=G(sn/)  4-sn'rH(sn/) 
jr  ==zE.{sTxt)  4-sn'rL(snr), 
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G,  H,  K,  L  désignant  des  fonctions  rationnelles.  En 
effet,  le  radical  entrera  si  Ton  veut  dans  x  et  y  sous 
forme  linéaire  \  or  il  est  égal  à  cnt  dnf,  c'est-à-dire  à  su't, 

c.  Q.  F. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  points 
doubles  moins  i,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'un  même  sinus  amplitude  et  de  sa  dérivée, 
ou,  si  Ton  veut  encore,  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  même  période  d'une  même  variable 

QUELQUES  COURBES  REMARQUABLES  nOlIT  l'ÉQUATIOB 
DÉPEMD  DBS  FOMCTIOUS  ELLIPTIQUES. 

Lorsque  l'on  chercbe  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
de  courbure  soit  proportionnel  à  Tinverse  deTabscisse^  on 
est  conduit  à  Téquation 


Cette  courbe  est  une  élastique,  on  la  rencontre  encore 
quand  on  chercbe  parmi  les  courbes  isopérimètres  celle 
qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum  \  en 
transformant  convenablement  les  coordonnées,  on  peut 

prendre  c  =  o  :  alors  on  a  —  =  o,  quand  jr  =  o,  et 

dx 


Jo     \/  a*  ' 


ou 


•/o        . 


v^FS[(-ë) 
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Si  Ton  fait  -  =  f,  on  a 

a 


4/2 

or,  en  prenant  le  module  Ar  égal  à  —  >  en  sorte  que  t*  =:=  ^-, 


ou  a 


si  donc  on  fait 


cn'ô  =  — ^— VV  —  cn*Ô^[i  -4-cn'ô)-, 


V2 


/  =  cnô,    dt  =  —  ^!—  \j\^i  ~r')  (1  -f-t^jdO, 


on  aura 


la  limite  inférieure  est  d'ailleurs  arbitraire  si  Ton  choisit 
convenablement  Torigine  :  on  a  alors 

x=^  a  cnG. 

La  courbe  de  M.  Delaunay  engendrée  par  le  foyer 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  a  pour  équation 

f  .r»  ±:  b^\  dx 

dr=  -- 


son  abscisse  et  son  ordonnée  s'exprimeront  facilement 
aussi  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  cette  courbe,  la 
moyenne  harmonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constante. 
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SUR  LE  HOUYEMEIIT  DE  ROTATION  AUTOUR  D^UN  POIHT. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui 
présente  un  point  fixe  et  qui  n^est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure  sont,  comme  on  sait, 

Ag=:(B-C)^r, 

A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tifs au  point  fixe;  p^  q^  r  sont  les  composantes  de  la  ro- 
tation instantanée  autour  des  axes  principaux  relatifs 
au  même  point;  enfin,  t  est  le  temps. 

L'analogie  entre  les  équations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  sn  j:,  cnx,  ànx  et  leurs  dérivées  est  telle,  que 
Ton  est  tenté  de  poser 

y  =  psng'(r-T), 
r  =  7dng^(r  — Tj, 

a,  |3,  y,  g^  T  et  le  module  h  désignant  des  constantes  ar- 
bitraires ;  et  Ton  satisfera  effectivement  aux  formules  (i) 

si,  observant  que 

cd' JT  =  —  snx  dnx, 

sn'x  =  cnxdnj;, 

dn' jr  =  —  X'  snx  cnx, 
on  prend 


='V(T3 


BC 


B){A-C) 


r> 


H  U=gi'\/        ""^ 


(A-B)(B-C)' 


/  AB 


C)(B-C) 
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Ces  formules,  auxquelles  on  est  conduit  ainsi  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  fourniront  pour 
flf,  (3,  y  des  valeurs  réelles  si  Ton  a  A  >  B  >  C,  ce  qu'il 
est  toujours  permis  de  supposer. 

Les  trois  arbitraires  de  la  solution  sont  g,  Ar,  r.  On 
peut  faire  abstraction  de  la  dernière  r,  et,  en  comptant 
convenablement  le  temps,  poser 

(a)  pz=acngty     q=f^sngi,     r  =  ydngt. 

Les  formules  (i)  sont  donc  intégrées. 

Mais,  pour  résoudre  complètement  le  problème,  il  ne 
suffit  pas  de  connaître /?,  ^,  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  0,  f ,  i|/,  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées  d'EuIer,  servent  à  définir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe.  On  démontre  dans 
les  Traités  de  Mécanique  que  Ton  a 

p  =  sin9smB~  -H  cosflp---» 
'^  ^  dt  ^  dt 

]  d^  dO 

(3)  {  7=  cosy  sinô—î-  —  sinç  — » 

d9  ^d-h 

,  r  =  -;-  4-cose-p. 
\  dt  dt 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  inva- 
riable, pour  plan  des  xy.  On  sait  que  Ap^  B<7,  Cr  sont 
les  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  aux 
axes  principaux.  Si  donc  on  désigne  par  G  la  constante 

des  aires  \!A*p*  -+-  B*^*  -+-  C'/** ,  on  aura 

A/;  =  Gcos(z,A),      B^  =  Gcos(z,  B),      Cr  =  Gcos(«,  C), 


ou 


bien 


A/7  =  0  sinO  sin«p, 
(4)  ^  B<7  :=:  GsinOcosç, 


(c.= 


GcosO. 
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La  constante  G  est  facile  à  calculer  an  moyen  de  k  et 
de  g.  De  ces  trois  formules  on  tire  0  et  f  pi  reste  à  cal- 
culer l'angle  ^.  Pour  cela,  entre  les  formules  (3),  éli- 


dB 
minons -p  9  nous  aurons 


d^ 
ly  sino  +  a  cos»  =  sio  0  — ^ 
'^       •       '        •  dt 


ou 


;,smy-4-ycosy 
^  sinO 

Eliminons  f  et  0  de  là,   au  moyen  des  formules  (4)» 
nous  aurons 

ou  enfin 

{^\  d'  —G  ^«'^"'^^  -^  By  sn'gf 

^^^  "^  A»a>cn»^/-hB»p'sn»g/     ' 

Posons,  pour  abréger 
(6)  •         gt  =  x', 

nous  aurons  alors 

G  A  a»  cn'x  4-  B6«  sn»*    . 

«v  = dx* 

^       g  A'a'tn^jv  4-  B'p»sn»x 

Remplaçons  cn'x  par  i  —  sn'ar,  et  a,  |3,  y  par  leurs 
valeurs  (a);  nous  aurons 


Posons 


^  , G      B-~C-4-(A  — Blsn'jT 

''""g'  A(B  — C)-hC(A  — Bjsn'x      * 


A  B  — C 


et  a  sera  réel,  puisque  snaest  une  fonction  impaire; 
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nous  aurons  alors 

B— C 


-f-  sn'x 
G      A  — B 

«4'  =  — =  dx, 

S^  SD*x  —  sn^a^  —  i 


ou 


9Il*Jr sn*û^  —  I 

</iL  = ■ /£y 

S^   sn**  —  %ïï*a^  —  I 


ce  que  Ton  peut  écrire 


(8) 


G     rAsn'ar  — Csn'fli/  — I   . 
Y  =  — :;—    I  —  ax 

S^^  J     sn»  *  —  sn*a  ^  —  i 


Désignons  par  F(  j:)  la  quantité  placée  sous  le  signe  f^ 
en  sorte  que 

Nous  allons,  pour  pouvoir  intégrer,  décomposer  F(x) 
en  éléments  simples,  par  la  méthode  de  M.  Hermite. 
Nous  désignerons  par  F  l'intégrale  de 

prise   le   long   d'un   parallélogramme  de  côtés   2K  et 

2Ky — I  (périodes  de  la  fonction  sn^j;).  Cette  quan- 
tité F  est  indépendante  de  x]  elle  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  f(z)  pris  à  Tintérieur  du  pa- 
rallélogramme en  question.  Si  Ton  suppose  que  ce  pa- 
rallélogramme contienne  le  point  x,  le  résidu  relatif  à 
ce  point  sera  F{x]^  quant  aux  résidus  relatifs  aux  autres 

infinis  a^ —  i  et  —  a^ —  i,  ils  sont  de  la  forme 
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multipliée  par  la  limite  de 


(x  —  a\J —  i)  (Asn'x  — Csn*a^ —  i  ) 
sn'd:  —  sn^a^ —  i 

pour x  =  ayj —  1 5  or  cette  limite  est 


A  —  C]sn*û\/—  I  A  — ClsnMs/—  i 

— ^^ _ ou '■ r= :=  n 

2sna  y —  i  sn  a^ —  i         2sna^ —  i  cDa^^ —  i  dnfl^-^  i 
ainsi  donc  on  a 

A  sn*  jf  —  C  sn^a  ^  —  t 


T  = 


4- 


I  H'ffls/—  I  — *)  (A  — Clsn'^v/^^ 


^n(£iv^ — I  —  x)    sna^ — I  cn<i  v^  —  I  dna\/ — i 


I  n'iasi—  I  -f-^l  (A  — C)sn'fl\/— _^ 

H — 


2H(<iv^  —  I  -hJr)   snary'  —  icna^  —  i  dn<î  \j  —  i 
ou  bien 


_,    ,        Asn*4r  —  Csn'/Ti/ — i 

F(ar)  =r  1 

sn*  JT  —  sn'<7y/ —  I 
I    (A  —  C)snflv/—  I 


=  r 


^  en  u  y/  —  1  dn fl  \/  —  i 

Substituant  celte  valeur  dans  (8),  on  a 

Gr  iG(A-C)  %Tïa\J  —  I 


,    ,        ,  «"AC  2       ^AC       cnflv^— i  dn  fli/~  I 

X  log  — -J^i—_^.. 

H(x  4-  ay—  1  ; 

Cette  formule  se  simpIiGe  beaucoup  quand  on  remplace 
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G  par  sa  valeur.  On  a 

=  A*a*cii>«  -f-  B'P'sn'x  -h  C'7'dn»jr; 

si  (ce  qui  est  permis,  puisque  G  est  constant)  on  fait 
X  =  o,  on  a 

et,  en  remplaçant  a  eiy  par  leurs  valeurs  {a), 

_    ,   ABC    A^»(B  — C) -4-CfA— B) 
"^  A— C  (A  — B)(B— C)  ' 


d*un  autre  côté,  si,  à  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  a^ —  1 
et  dn  a  ^ —  i,  et  si  alors  on  forme  la  quantité 

I  G(A  — C)  »n/y  y/—  1 

a       ^AC       cna^ —  idna^ — 1 


on  la  trouve, réductions  faites,  égale  à  ^ ,  il  en  résulte 

que  la  formule  (9)  se  réduit  k 

GTt      J—  ï  I     *h(x  — /li/—  i) 

On  peut  introduire,  comme  Ta  fait  Jacobi,  la  fonction  0 
à  la  place  de  H,  en  observant  qu'à  un  facteur  constant 
près  on  a 


«  V  —  1 


r—  X. 

e    '^ 


H  (x-hfl^—  i)=  e(x4-a^—  i-hKV— 0 

Si  donc  on  fait  a  +  K'  =  2[,  on  aura,  en  négligeant  une 
constante, 

.    .         ,      Orx      s/—  I  ,    e(.r  — c^^^) 
(lo)         ^= h- loc — ^ — -* 

Stcrm.  —  jén,^  II.  ^l 


(642) 

Rueb,  en  modiCant  des  formules  données  par  Legendre, 
ëtait  parvenu  par  une  tout  autre  voie  à  ces  résultats-, 
Jacobi  est  allé  plus  loin  en  calculant  encore  les  lignes 
irigonométriques  de  ^  de  manière  à  revenir,  au  moyen 
des  formules  d^Euler,  aux  neuf  cosiilus  qui  définissent  la 
position  du  corps.  Indiquons  rapidement  la  marche  qu4I 
a  suivie. 

La  formule  (lo),  en  ayant  égard  à  (6),  devient 

si  Ton  pose 

on  aura 

et^se  composera  d'une  partie  proportionnelle  au  temps 
(et  Ton  pourra  appeler  la  quantité  n  le  moyen  mouve- 
ment) et  d'une  partie  ^^  dont  nous  allons  calculer  le 
sinus  et  le  cosinus.  On  a. 


^•^=v/ 


0(x4-Cv^— t) 


et  Ton  en  conclut  facilement  costf/f  et  sinif^i.  Pour  plus 
de  développements,  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
Jacobi  inséré  dans  ses  Mathematische  Werke,  t.  XI, 
p.  1^9,  écrit  en  français. 

MOUVEMEIÏT  DU  PENDULE  CONIQUE. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  descendante  du 
point  de  suspension,  pour  plan  des  xjr  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  même  point.  Soient  r  la  longueur  du 


(643  ) 

pendule,  0  sa  colatitude,  ^  sa  longitude  :  le  théorème 
des  forces  vives  donnera 

et  celui  des  aires 

(a)  /•.in'9(g)=.. 

a  et  c  sont  deux  constantes  dont  nous  allons  fixer  la 
valeur.  Soient  i^]  =  2gh^  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
h  sa  hauteur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  bas;  en 
faisant  t  =  o  dans  (i),  nous  aurons 

p\  =  2^rGOsO«  -h  a, 
ou 

iight  =  2gh  -+-  a  ; 
d'où 

(3)  a=2g{h.^h). 

Désignons  par  fi  Tangle  que  »^o  f^îl  <tvec  l'horizon.  En 
faisant  t  =  o,  0  =  Oo  dans  ( a),  nous  aurons 

mais  rsindo  i'^)   ^^^  ^g^'  à  ^ocosjx  et  rsindo  est  égal  à 
^r*  —  A*,  on  a  donc 

(4)  c  :=  ^r*  —  A*  i»|  coSfA  =  ^^gfh  [  r^  —  A')  cosfA. 

Maintenant,  entre  (i)  et  (2),  éliminons  —i  nous  au- 
rons 

(d^Y (î^rcosO  -hfl)r»sin*0  — c* 

\^J   "~  r  sin^O  * 

Si  nous  posons 
(6)  rcos6  =  S9 


(644) 

nous  aurons 

ou,  en  vertu  de  (3)  et  (4)9 

H(jy  =  2^[(«-f.A.->i)  (r»-z')-/i.(/^-/i»)cosV]. 

Si  Ton  substitue  k  z^  dans  le  second  membre, 
—  00  ,  —  r,  A,  +  r,  on  obtient  des  résultats  ayant  pour 
signes  -H,  — ,  -4-,  — \  on  peut  donc  poser 

(^)     '*(^)'=-=»ff  (•-»)(«-?)  («-7), 

0E,  |3,  y  désignant  des  quantités  réelles  dont  deux  sont 
comprises  entre  —  r  et  +  r,  et  dont  la  troisième  est  né- 
gative et  moindre  que  —  r. 

On  sait  que,  pour  ramener  Téquation  (8)  à  celle  qui 
définit  la  fonction  elliptique,  il  faut  poser  z  =  a  +  pu*  ; 
posons  donc 

(6)  «  =  « -h/'sn'»/ ; 

nous  aurons,  au  lieu  de  (8),  en  écrivant  s  au  lieu  de 
m  a>f  et  en  désignant  par  k  le  module  inconnu  de  sno)/, 

-4-5»[(i  +  ^')  ar»«V^-/?/>(a«-p-7)] 

-+-a/*»V+-g^{«  — P)  («  — 7)=®» 

Cette  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  5,  si 

—  (i  -h  X-*)  w'  =  aa  —  p  —  7, 

-.-«>=-(«  —  ?)  («  —  7)' 


(  645  ) 
En  éliminant  a>  par  division,  on  en  tire 

H-X>""'2a  — p  — 7'      T""(a— p)  («  —  7)' 

d^où,  égalant  les  valeurs  de  A*, 

En  résolvant  par  rapport  i  p,  on  trouve  —  (a  — 13) 

ou  —  (a  —  7)  ^  alors  A*  = ou ^ •   Pour  que  / 

soit  réel,  il  faudra  que  a.  — 13  et  a  —  y  soient  de  même 
signe,  ce  à  quoi  on  arrivera  en  prenant  pour  a  la  racine 
positive  la  plus  grande.  Enfin,  pour  que  k  soit  moindre 

que  Tunité,  on  prendra  p  =  —  (a  —  /3),  A*  = »  et 

l'on  supposera  que  y  soit  la  plus  petite  des  racines; 
alors  on  aura 

(,o)  «  =  */ch^,   A>=t:z^; 

^      '  V         2/^  a  — 7 

la  formule  (g)  donne  alors 

z  =  a  —  (a  —  p)  sn'  wf, 

ou  bien 

ou,  en  vertu  de  (6), 

(11)  rcosOrsacn'Mr  +  psn'ttf, 

Maintenant,  la  formule  (a)  donne 

d^  c 

et,  en  vertu  de  (11), 


=  '-!'( î + ! A 

a/"  \r — acn'»r — ptu'u/      /*  + acn' wr -f- p  sn'ury 


(646) 

On  a  donc  enfin 

2r  I  /»'  dt 


■_  r  _ 

—  al  a 

J        '^r 


—  a 


r 


1      r^  dt 

f        I !- sn*»/ 


Les  deux  intégrales  qui  figurent  ici  sont  de  seconde 
espèce-,  —  [^  —  ^o)  se  composera  donc  d'un  terme  pro- 
porlionnel  à  t  et  de  termes  périodiques  de  la  forme 

0(wr-h£) 

Si  donc  on  imprimait  au  pendule  un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  convenable,  son  mouvement  relatif 
serait  périodique. 
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APPENDICE  AU  TOME  II. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL. 


QUESTIONS  TIRÉES  DU  RECUEIL  DE  M.  TISSERAND  (  <  ). 

*b  —  X  dx 


/b  —  x 
1 "7^ 
b-^-x  ^x{, 


sex- 


y -Ha)(jr-+-  c) 

prime  à  Taide  des  fonctions  logarithmiques  ou  circulaires  Içrsque 
6«  =  ac, 

2.  Trouver  les  courbes  telles  «que  le  segment  intercepté  sur  Ox 
par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant. 

3.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  diamètres 
aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe  soient  tontes  parallèles  à 
une  direction  donnée. 

4.  Ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donné. 

5.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  coefficient  angulaire  m  de  la 
tangenle  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient  angulaire  m'  de  la 
tangente  du  diamètre  au  môme  point  soient  liés  par  la  relation 
mm'  =  const. 

6.  Déterminer  la  fonction  /  de  manière  que  les  trajectoires 
obliques  des  courbes  qui  oni  pour  équation  en  coordonnées  polaires 
r  =  C/(0)  s'obtiennent  en  faisant  tourner  les  courbes  proposées 
d'un  certain  angle  autour  du  pôle  (C  est  un  paramètre  variable.) 

7.  Trajectoires  orthogonales  d'une  cycloïde  dont  la  base  se  meut 
parallèlement  à  elle-même,  un  de  ses  points  décrivant  une  droite 
fixe.' 

8.  Trouver  les  courbes  égales  à  leurs  développées. 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure, V  Tangle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur,  on  ait 

a 


P  = 


sin">V 


(*)  Recueil  complémentaire  d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal^ 
par  M.  Tisserand.  Paris,  Gauthier-Yillars. 
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10.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  r/(V),  p  et  V  ayant  la 
même  signification  que  dans  Texercice  précédent,  et  r  désignant  le 
rayon  vecteur. 

11.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =/(r);  application  aux 
cas  de/(r)  =  Ar,  ou  —,  ou  —  • 

12.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont  la 
première  courbure  est  constante  :  trouver  ce  que  devient  cette 
courbe  quand  on  développe  la  surface  du  cylindre  sur  un  plan. 

13.  Même  question  quand  on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 
dont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la  surface. 

14.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

15.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  qui  a  pour 
équation  c-«  =»  cosjfcos/. 

16.  Trouver  les  lignes  géodosiques  de  Thélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

17.  Trouver  sur  Thyperboloïde  à  une  nappe  les  courbes  qur,  en 
chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  Tune  des  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  génératrices  rectilignes  qui  passent  en  ce 
point. 

18.  Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  -^  fait  partie  d'un 

système  triple  orthogonal,  et  trouver  les  deux  autres  familles  du 
système. 

19.  Même  question  pour  les  surfaces  a  =  x^^z. 

20.  Déterminer  les  fonctions  o  et  ^  de  manière  que  la  famille  des 

surfaces  représentées  par  l'équation  ct  =  o(z)^  (-]  fasse  partie 

d'un  système  triple  orthogonal  ;  les  fonctions  (p  et  4^  étant  déter- 
minées, trouver  les  deux  autres  familles  du  système. 


QUESTIONS   PROPOSEES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE. 

!•  Calculer  l'intégrale 

^^  a'cos'j:  4-  /;«sin*J? 

'0 


X 


g*  cos*  -c  -H  /i*  sin*  X 
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2.  Calculer  Tintégrale 

I       1       (A«sm«6cos>^^H-B«8in*6  8in«<];-+-C>cos>e)    «siiieÉ«rf^^; 

on  remarquera  que  c'est  la  mesure  du  volume  d'un  certain  ellipsoïde. 

3.  Démontrer  que  l'on  a 

Intégrer  les  équalions  différentielles  suivantes  : 

*■  (y»-j')'=r(y'+7)'. 

6.  yy"(i+/»)=(3y»-i)/», 

7.  x^y — ^xjr'-hy  ==  x^-hpx-h- qy 

8.  (x>-h7«)^— ^/«-f-  xr'»H-  :çr'~7  =  G, 

il.      -j-^  —  a  ^  -i-j  =  A^-f-B^*-i-Ccos:c-l-Dsinar. 
12.  ^4-i^=^. 

14.  x^j"'—  gx^f-h  3yxy—  64/  =  [a-h  bLx-^  c(Lxy]j*. 

15.  Intégrer  réquation 

rtx«y*-i-ax/(/  —  ^^)y — ^yij"— 2/i)= G, 

et  chercher  les  solutions  singulières. 

16.  Montrer  que  l'équation 

où  n  est  un  nombre  entier,  peut  être  satisfaite  par  un  polynôme, 
et  déduire  de  là  l'intégrale  générale. 

17.  Même  question  pour  l'équation 
p  étant  entier  et  ^  fractionnaire. 
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18.  Étant  donnée  Téquation 

montrer  que  l'équation  privée  de  second  membre  a  une  intégrale 
de  la  forme  e^^,  r  étant  une  constante  qu'on  déterminera,  et  in 
tégrer  ensuite  l'équation  complète. 
Intégrer  les  systèmes  suivants  d'équations  simultanées     ^ 

djr  z  dz  Y 


19. 


20. 


21. 


22. 


djc       (a — 7";*  dx       (^— j)'* 

^+^F'(x)-z<p'(x)=o, 
dz 

2j  -HzFV)^-j?'(^)=o; 

-7-j-  ->r5x  -\-jr~  cosar, 
d^r      ^df       dz        ^ 

-r4  —  5~-   -i-  -r-  -Hl3r-+-203  =  C* 

oj;*  dx       dx  '^ 

d^z        djr  dz  , 


-jp 


23.  Déterminer  deux  fondions  u  et  v  des  variables  indépen- 
dantes X,  y  telles  que  l'on  ait 

dv  =  («  -h2f')éir  ^-(tt  -4-  t')<(^'. 

24.  Trouver  les  intégrales  réelles  du  système  d'équations 

dz       dy  __         ^      ^^  _         d"^      ^*^  _ 
di'"it~^'     dt^di^^'     dc'~di~^' 

25.  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  totales 

{x  —  ^z)dx  -^{X  —  S z)dx  ^  {^z  —  ^x — Sjr-^  i)dz  =  0i 

trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  faites  par  an 
plan  quelconque  passant  par  l'origine  dans  les  surfaces  que  repré- 
sente l'intégrale  générale  {^). 


(*]  Nous  flupposeroDfl  partout  les  axus  de  coordonnées   rectangu- 
laires. 
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26.  Éliminer  a  entre  les  deux  équations 

z  -H  <p(a)-H  a(j:* —  a)«p'(a)=  o, 
^«-i-a[3-t-<p(a)]<p'(a)  =  o; 

intégrer  ensuite  Téquation  aux  dérivées  partielles  qu'on  a  obte- 
nue,  et  particulariser  son  intégrale  de  manière  qu'elle  représente 
une  surface  passant  par  le  cercle 

z  =  o,    x^-\-jr*=  m^' 

27.  Former  et  intégrer  Téquation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre  constamment 
l'axe  des  z  sous  un  angle  déterminé. 

28.  Trouver  la  valeur  de  z  qui  se  réduit  à  zéro  pour  x  =  a,  Qi 
satisfait  à  l'équation 

29.  Intégrer  l'équation 

et  disposer  de  la  fonction  qui  figure  dans  l'intégrale  générale  de 
telle  sorte  que,  pour  x  =  i,  on  ait  z  =  /. 

30.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

/    dz  dz\  ,     •       ..       /    dz  dz\^ 

en  substituant  à  x  et  /  des  coordonnées  polaires  :  indiquer  le 
mode  de  génération  des  surfaces  représentées  par  l'intégrale  gé- 
nérale. 

31 .  Intégrale  complète  de  l'équation  des  surfaces  telles  que  le 
tétraèdre  compris  entre  les  plans  coordonnés  et  un  plan  tangent 
quelconque  ait  un  volume  donné.  Intégrale  singulière  :  lignes  de 
plus  grande  pente  et  ombilics  de  la  surface  représentée  par  cette 
intégrale. 

32.  Éliminer  le  paramètre  a  de  l'équation 

(îa —  x)jr^=.  X»; 

trajectoires  orthogonales  des  courbes  représentées  par  cette 
équation. 
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33.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  sa  courbure  en  un 
point  quelconque  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  courbure 
que  présente  au  point  correspondant  la  transformée  de  la  courbe 
cherchée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  centre  et  le  module 
d'inversion  étant  donnés. 

34.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  Téquation 

35.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  Téquation 

tangcE 

a  étant  un  paramètre  variable.  Chercher  si  Taire  comprise  entre 
Tune  des  courbes  proposées  et  les  rayons  vecteurs  correspondant 

à6  =  aetà0=-a  une  valeur  finie. 

a 

36.  Trouver  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le  triangle 
ayant  pour  base  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  et 
pour  sommet  le  centre  de  courbure  correspondant  ait  une  aire 
constante. 

37.  Déterminer  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le 
triangle  qui  a  pour  côtés  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  de 
la  courbe,  ainsi  que  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au 
rayon  vecteur  du  même  point,  présente  une  aire  constante. 

38.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que,  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  axes  coordonnés  (toujours  rectangulaires),  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  de  la  courbe,  les  diagonales  se 
coupent  sous  un  angle  constant. 

39.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  droite  menée,  dans  une 
direction  donnée,  depuis  le  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  un  point  M  jusqu'à  la  tangente  en  M  ait  une  longueur  constante. 

40.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  l'un  de  ses  points  M  se  projette  sur  le  rayon  vec- 
teur OM  en  un  point  symétrique  de  M  par  rapport  au  pôle  0. 

41.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  distance/?  du  pôle  à 
la  tangente  en  un  de  ses  points  M  soit  une  fonction  donnée  du 
rayon  vecteur  r  de  ce  point;  cas  où  cette  fonction  est  de  la 

forme  Xr,  ou  —  >  ou  i/âr,  ou  —  • 

42.  Lieu  des  centres  de  courbure  principaux  :  i*  d'un  elllp* 
solde,  aux  divers  points  d'une  de  ses  sections  principales,  a""  d'ua 
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paraboloïde  équilatère,  aax  divers  points  de  Tune  des  génératrices 
guipassent  au  sommet. 

43.  Déterminer,  sur  un  paraboloïde  elliptique,  le  lieu  des 
points  où  la  normale  fait  un  angle  donné  avec  l'axe  de  la  surface  : 
aire  de  la  partie  du  paraboloïde  comprise  à  l'intérieur  de  ce  lieu. 

44.  On  considère  l'enveloppe  des  plans  donnés  par  l'équation 

z  =  aj:-HrF(a)-f-  Ry^i-i- a«-h[KCa)l«, 

a  étant  un  paramètre  variable  et  F  une  fonction  donnée,  et  l'on 
demande  de  prouver  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
sont  les  génératrices  et  des  courbes  situées  sur  des  sphères  con- 
centriques. 

45.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  zx^  —  ajr^, 

46.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  engendrée  par  une  para- 
bole qui  tourne  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  ou  par  une 
droite  horizontale,  animée  d'un  mouvement  hélicoïdal  par  rapport 
à  une  droite  verticale. 

47.  Montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  lignes  directrices  peuvent 
se  déterminer  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  quand  l'une  des 
directrices  est  rectiligne  :  si  une  seconde  directrice  est  rectiligne, 
on  sait  effectuer  la  quadrature. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  : 

48.  Des  génératrices  d'une  surface  gauche  de  révolution; 

49.  Des  paraboles  tracées  sur  un  paraboloïde  donné  et  dans 
des  plans  parallèles; 

50.  Des  cercles  tracés  sur  une  sphère  et  passant  par  deux  points 
fixes  de  la  sphère. 

Si .  Lignes  géodésiques  d'un  cône  droit. 

52.  Trouver  sur  le  cylindre  x*  =  «  une  courbe  telle  que  la 
tangente  en  un  quelconque  de  ses  points  M  coupe  le  plan  XOY 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre  du  plan 
osculateur  en  M  avec  OX  et  OY. 

53.  Étant  donnée  la  parabole 

a  =  o,    /  =  X*, 

par  un  de  ses  points  M  on  mène  uae  droite  MP  parallèle  à  OZ  et 
égale  à  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  parabole  OM  et  sa  corde  :  lieu 
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du  point  P;  courbure,  torsion;  montrer  que  le  lieu  est  une  hélice. 

54.  Former  l'équation  générale  des  surfaces  orthogonales  aux 
sphères  qui  touchent  le  plan  KOVàTorigine;  en  déduire  quelques 
systèmes  triplement  orthogonaux. 

55.  Surface  de  révolution  telle  que  la  somme  des  rayons  de 
courbure  principaux  en  chaque  point  soit  constante  :  forme  de  la 
méridienne. 

56.  Conoïde  droit  tel  que  ses  lignes  asymptotiques  autres  que 
les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  directeur  suivant  des 
lignes  qui  coupent  les  projections  des  génératrices  sous  un  angle 
donné. 

57.  Surfaces  telles,  que  la  portion  de  normale  au  point  M  com- 
prise entre  ce  point  et  le  plan  OXY  soit  égale  à  OM  ;  examiner  le 
cas  où  la  surface  doit  couper  OXY  suivant  une  spirale  r  =  oe'"^. 

58.  Déterminer  une  surface  passant  par  une  droite  donnée  dans 
le  plan  OXY  et  telle  que  le  triangle  dont  les  sommets  sont  :  l'^To- 
rigine,  a*  le  point  de  rencontre  de  OXY  avec  la  normale  au 
point  M  de  la  surface,  S""  la  projection  de  M  sur  OXY,  ait  une 
aire  constante. 

59.  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  telles 
qu'en  chaque  point  du  plan  XOY  les  tangentes  aux  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  qui  s'y  coupent  soient  également  incli- 
nées sur  OX;  intégrer  cette  équation  en  supposant  z  de  la  forme 
<p(ar)+<|/(7);  déterminer,  dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure. 

60.  Surface  telle  que  le  produit  de  la  distance  de  l'origine  au 
plan  langent  en  M  par  la  portion  de  normale  en  M  comprise  entre 
ce  point  et  le  plan  des  xy  ait  une  valeur  constante. 

Cl.  Étant  données  les  surfaces  représentées  par  les  équations 

montrer  quelle  correspondance  il  faut  établir  entre  chaque  point  de 
la  première  surface  et  un  point  de  la  seconde  pour  que  l'arc  décrit 
par  le  premier  point,  quand  il  se  déplace  d'une  manière  quel- 
conque, soit  égal  à  l'arc  décrit  par  le  point  correspondant  :  en 
deux  points  correspondants  les  rayons  de  courbure  principaux  ont 
même  produit. 

62.  Déterminer  les  développées  des  courbes  tracées  sur  un  cônq 
droit  de  manière  à  couper  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 
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63.  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 


1 


0  • 


1        cot  (x  —  a  —  b  ^ —  I ) dxy 

0 

/     (x«-f-2p.rv^^^— P«— a*)-»,  (/i  entier  positif). 
64.  Calculer  l'intégrale 


/; 


dz 

prise  le  long  du  cercle  x«^-j^* ^ix->riy, 
65.  Calculer  l'intégrale 


/; 


dz 


prise  le  long  du  cercle  dont  Téquation  est 

66.  Soit  ABC  une  circonférence  ayant  2  pour  rayon  et  l'ori- 
gine 0  pour  centre  :  calculer 

dz 


/; 


v/3«  H-  2  -h  I 

le  long  du  contour  OABCAO  :  au  point  de  départ  On  suppose  le 
radical  égal  à  + 1 . 

67.  Étant  donnée  la  relation  z  =  i^  +  &<*,  sur  quelles  lignes 
doivent  rester  les  points  A  et  B,  affixes  de  z  et  de  u,  pour  que  la 
droite  AB  ait  une  longueur  constante  m?  Trajectoires  orthogonales 
de  ces  lignes  quand  m  varie.  Dans  quelle  région  doit  rester  A 
pour  que  la  valeur  de  u  qui  s'annule  pour  z  =  i  soit  développable 
suivant  les  puissances  entières  de  z  —  i  ? 


FIN  DU   SECOND   VOLUME. 
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